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1.1
如果认为最小作用量原理是一个公理，我们假如已经知道拉格朗日量可以写为:

𝐿 = 𝐿 (𝑞𝑖 , ¤𝑞𝑖) (1.1)

当然，在物理的解中,𝑞𝑖 实际上是时间的函数，也就是说 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 (𝑡)。

1.1 最小作用量原理定义作用量为:

𝑆 =
ˆ 𝑡2

𝑡1

𝐿 (𝑞𝑖 (𝑡), ¤𝑞𝑖 (𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 (1.2)

能够使得作用量取极小的映射 𝑞𝑖 (𝑡) 被认为是合理的广义坐标的运动轨道。这个轨道应该满足 Euler-Lagrange方
程。

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
− 𝑑

𝑑𝑡
( 𝜕𝐿
𝜕 ¤𝑞𝑖
) = 0 (1.3)

下面是证明

0

:𝑞𝑖 (𝑡),
𝑞𝑖 (𝑡) + 𝛿𝑞𝑖 (𝑡) 𝛿𝑆.

𝛿 ¤𝑞𝑖 (𝑡) = 𝛿
𝑑𝑞𝑖 (𝑡)
𝑑𝑡

=
𝑑 (𝑞𝑖 (𝑡) + 𝛿𝑞𝑖 (𝑡))

𝑑𝑡
− 𝑑𝑞𝑖 (𝑡)

𝑑𝑡

=
𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑞𝑖 (𝑡)

𝛿𝑆 =
ˆ 𝑡1

𝑡2

( 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖

𝛿𝑞𝑖 (𝑡) +
𝜕𝐿

𝜕 ¤𝑞𝑖
𝛿 ¤𝑞𝑖 (𝑡))𝑑𝑡

=
ˆ 𝑡1

𝑡2

( 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖

𝛿𝑞𝑖 (𝑡) +
𝜕𝐿

𝜕 ¤𝑞𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑞𝑖 (𝑡))𝑑𝑡

=
ˆ 𝑡1

𝑡2

𝛿𝑞𝑖 (𝑡)(
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
− 𝑑

𝑑𝑡
( 𝜕𝐿
𝜕 ¤𝑞𝑖
))𝑑𝑡 + (𝛿𝑞𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
) |𝑡2𝑡1

(1.4)

0 : 𝛿𝑞𝑖 (𝑡1) = 𝛿𝑞𝑖 (𝑡2) = 0 Euler-Lagrange

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
− 𝑑

𝑑𝑡
( 𝜕𝐿
𝜕 ¤𝑞𝑖
) = 0 (1.5)

□

1.2 Legendre , ,

legendre 变换：如果有函数 𝑓 = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 则他的全微分可以写为 𝑑𝑓 = 𝑢1𝑑𝑥1 + 𝑢2𝑑𝑥2...其中,𝑢𝑖 = 𝜕 𝑓
𝜕𝑥𝑖

, 如果

定义函数 𝑔 = 𝑢𝑖𝑥𝑖 − 𝑓 , 则 g 可以很轻松地写为 𝑥1...𝑥𝑖−1, 𝑢𝑖 .𝑥𝑖+1... 的函数. 这是因为：

𝑑𝑔 = 𝑥𝑖𝑑𝑢 − 𝑢1𝑑𝑥1... − 𝑢𝑖−1𝑑𝑥𝑖−1 − 𝑢𝑖+1𝑑𝑥𝑖+1... (1.6)

如果定义广义动量为:𝑝𝑖 = 𝜕𝐿 (𝑞𝑖 , ¤𝑞𝑖 ,𝑡 )
𝜕 ¤𝑞𝑖 , 此时可以改写拉格朗日方程的变量为 (𝑞𝑖 , 𝑝𝑖)。为了能够方便地找到可



1.2 Legendre变换,正则方程,柏松括号

以写为新变量的全微分，我们定义哈密顿量:𝐻 (𝑞𝑖 , 𝑝𝑖) = 𝑝𝑖 ¤𝑞𝑖 − 𝐿, 这样，H 的全微分可以写为：

𝑑𝐻 = ¤𝑞𝑖𝑑𝑝𝑖 −
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
𝑑𝑞𝑖 −

𝜕𝐿

𝜕𝑡
𝑑𝑡 (1.7)

如果考虑到 𝑑𝑝𝑖 =
𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡 𝑑𝑡, 𝑑𝑞𝑖 =

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡 𝑑𝑡，并且将 Lagrange 方程 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑡 , 带入：

𝛿𝐻 = ¤𝑞𝑖𝛿𝑝𝑖 −
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
𝛿𝑞𝑖 −

𝜕𝐿

𝜕𝑡
𝛿𝑡

𝑑𝐻 = ¤𝑞𝑖𝑑𝑝𝑖 − ¤𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖 −
𝜕𝐿

𝜕𝑡
𝑑𝑡𝑑𝐻 = ¤𝑞𝑖 ¤𝑝𝑖𝑑𝑡 −

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡
¤𝑞𝑖𝑑𝑡 −

𝜕𝐿

𝜕𝑡
𝑑𝑡 这里的 𝑑𝐻 是由时间变化 𝑑𝑡 引起的

= −𝜕𝐿
𝜕𝑡
𝑑𝑡

(1.8)

正则运动方程 (正则运动方程结合了) 由上面的式子产生:
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
= ¤𝑞𝑖

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖
= − ¤𝑝𝑖

(1.9)

柏松括号: 柏松括号定义为

{ 𝑓 , 𝑔} = Σ𝑖
𝜕 𝑓

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑔

𝜕𝑝𝑖
− 𝜕𝑔

𝜕𝑝𝑖

𝜕 𝑓

𝜕𝑞𝑖
(1.10)

有几个比较特殊的柏松括号:(最后一步均是考虑到了正则运动方程)

{𝑞𝑖 , 𝐻} = Σ 𝑗
𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑞 𝑗

𝜕𝐻

𝜕𝑝 𝑗
− 𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑝 𝑗

𝜕𝐻

𝜕𝑞 𝑗

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖

= ¤𝑞𝑖

{𝑝𝑖 , 𝐻} = Σ 𝑗
𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑞 𝑗

𝜕𝐻

𝜕𝑝 𝑗
− 𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑝 𝑗

𝜕𝐻

𝜕𝑞 𝑗

= − 𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

= ¤𝑝𝑖

(1.11)

2



这一节讲一些场论的基础知识

2.1 Basic and Hamilton Formalism
F 是场 𝜙 的泛函, 场是从空间坐标到数域的映射 (这里用一维空间来计算)。

𝐹 = 𝐹 [𝜙] (2.1)

泛函导数的定义:
𝛿𝐹 [𝜙] =

ˆ
𝑑𝑥
𝛿𝐹 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) 𝛿𝜙(𝑥) (2.2)

如果场的微小变换是:
𝛿𝜙(𝑥) = 𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦) (2.3)

泛函 F 变换:
𝛿𝐹 [𝜙] = 𝐹 [𝜙 + 𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦)] − 𝐹 [𝜙] =

ˆ
𝑑𝑥

𝛿𝐹 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) 𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦)

= 𝜖
𝛿𝐹 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑦)

(2.4)

上面的式子被当作泛函导数的定义 (用 ·代替了 𝑥 是因为 x 是 silent argument):
𝛿𝐹 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑦) = lim

𝜖→0

𝐹 [𝜙 + 𝜖𝛿(· − 𝑦)] − 𝐹 [𝜙]
𝜖

(2.5)

◦ 1.
如果

𝐹 [𝜙] = 𝐺 [𝜙]𝐻 [𝜙] (2.6)

那么
𝛿𝐹 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) = lim

𝜖→0

𝐺 [𝜙 + 𝜖𝛿(· − 𝑥)]𝐻 [𝜙 + 𝜖𝛿(· − 𝑥)] − 𝐺 [𝜙]𝐻 [𝜙]
𝜖

=
𝛿𝐺 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) 𝐻 [𝜙] + 𝐺 [𝜙]

𝛿𝐻 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑥)

(2.7)

◦ 2.
如果

𝐹 = 𝐹 [𝑔(𝜙)] (2.8)

那么:
𝛿𝐹 [𝑔(𝜙)]
𝛿𝜙(𝑦) = lim

𝜖→0

𝐹 [𝑔 (𝜙 + 𝜖𝛿(· − 𝑦))] − 𝐹 [𝑔(𝜙)]
𝜖

(2.9)

观察函数:
𝑔 (𝜙(𝑥) + 𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦)) (2.10)

在 𝑥 = 𝑦 + 𝛼,𝛼 是小量时:
𝑔 (𝜙(𝑥) + 𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦)) = 𝑔(𝜙(𝑥)) + 𝑑𝑔

𝑑𝜙
|𝜙=𝜙 (𝑦)𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦) (2.11)

于是:
𝛿𝐹 [𝑔(𝜙)]
𝛿𝜙(𝑦) =

𝑑𝑔

𝑑𝜙
|𝜙=𝜙 (𝑦)

𝐹 [𝑔 + 𝑑𝑔
𝑑𝜙 |𝜙=𝜙 (𝑦)𝜖𝛿(· − 𝑦)] − 𝐹 [𝑔(𝜙)]

𝑑𝑔
𝑑𝜙 |𝜙=𝜙 (𝑦)𝜖

(2.12)
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也就是:
𝛿𝐹 [𝑔(𝜙)]
𝛿𝜙(𝑦) =

𝑑𝑔

𝑑𝜙
|𝜙=𝜙 (𝑦)

𝛿𝐹 [𝑔]
𝛿𝑔(𝜙(𝑦)) (2.13)

◦3.
当

𝐹 [𝜙] =
ˆ
𝑑𝑥(𝜙(𝑥))𝑛 (2.14)

泛函微分:
𝛿𝐹 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑦) = lim

𝜖→0

1
𝜖

ˆ
𝑑𝑥 ((𝜙(𝑥) + 𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦))𝑛 − 𝜙(𝑥)𝑛)

=
ˆ
𝑑𝑥 𝑛(𝜙(𝑥))𝑛−1𝛿(𝑥 − 𝑦) (𝜖 变小的速度是最快的)

= 𝑛(𝜙(𝑦))𝑛−1

(2.15)

◦4.

𝛿

𝛿𝜙(𝑦)

ˆ
𝑑𝑥𝑔(𝜙(𝑥)) = 𝑔′ (𝜙(𝑦)) (2.16)

◦5.
当

𝐹 [𝜙] =
ˆ
𝑑𝑥( 𝑑𝜙(𝑥)

𝑑𝑥
)𝑛 (2.17)

此时:
𝛿𝐹 [𝜙]
𝛿𝜙(𝑦) = lim

𝜖→0

1
𝜖

(ˆ
𝑑𝑥

(
𝑑

𝑑𝑥
[𝜙(𝑥) + 𝜖𝛿(𝑥 − 𝑦)]

)𝑛
−
ˆ
𝑑𝑥

(
𝑑

𝑑𝑥
𝜙(𝑥)

))
= 𝑛
ˆ

𝑑𝑥 ( 𝑑𝜙
𝑑𝑥
)𝑛−1 𝑑

𝑑𝑥
𝛿(𝑥 − 𝑦)

= −𝑛 𝑑
𝑑𝑥

[(
𝑑𝜙

𝑑𝑥

)𝑛−1
]
|𝑦

(2.18)

◦6.
泛函:

𝛿

𝛿𝜙(𝑦)

ˆ
𝑑𝑥 ℎ( 𝑑𝜙

𝑑𝑥
) = 1

𝜖

[ˆ
𝑑𝑥 ℎ

(
𝑑𝜙

𝑑𝑥
+ 𝜖 𝑑

𝑑𝑥
𝛿(𝑥 − 𝑦)

)
−
ˆ
𝑑𝑥 ℎ( 𝑑𝜙

𝑑𝑥
)
]

=
1
𝜖


ˆ
𝑑𝑥 ℎ

(
𝑑𝜙

𝑑𝑥

)
+
ˆ
𝑑𝑥

𝑑ℎ

𝑑
(
𝑑𝜙
𝑑𝑥

) 𝜖 𝑑
𝑑𝑥
𝛿(𝑥 − 𝑦) −

ˆ
𝑑𝑥 ℎ( 𝑑𝜙

𝑑𝑥
)


=
ˆ
𝑑𝑥

𝑑ℎ

𝑑
(
𝑑𝜙
𝑑𝑥

) 𝑑
𝑑𝑥
𝛿(𝑥 − 𝑦)

= − 𝑑
𝑑𝑥

(
𝑑ℎ

𝑑 ( 𝑑𝜙𝑑𝑥 )

)
|𝑦

(2.19)

Lagrangian 是场和场的时间导数的泛函:

𝐿 = 𝐿 [𝜙, ¤𝜙] (2.20)

将空间划分成很多个小区域，每一个区域用 𝑖 来标记, 定义:

𝜙𝑖 (𝑡) =
1
Δ𝑉𝑖

ˆ
Δ𝑉𝑖

𝑑3𝑥𝜙(𝑥, 𝑡) (2.21)

于是泛函变成了多变量的函数:
𝐿 = 𝐿 (𝜙𝑖 , ¤𝜙𝑖) (2.22)
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2.1 Basic and Hamilton Formalism

它的微分:

𝛿𝐿 (𝜙𝑖 , ¤𝜙𝑖) =
∑
𝑖

(
1
Δ𝑉𝑖

𝛿𝐿

𝛿𝜙𝑖
𝛿𝜙𝑖 +

1
Δ𝑉𝑖

𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙𝑖
𝛿 ¤𝜙𝑖

)
Δ𝑉𝑖 (2.23)

由泛函微分的定义:

𝛿𝐿 =
ˆ
𝑑𝑥

(
𝛿𝐿

𝛿𝜙
𝛿𝜙 + 𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
𝛿 ¤𝜙

)
(2.24)

于是:
𝛿𝐿

𝛿𝜙
= lim

Δ𝑉𝑖→0

1
Δ𝑉𝑖

𝛿𝐿

𝛿𝜙𝑖
(2.25)

𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
= lim

Δ𝑉𝑖→0

1
Δ𝑉𝑖

𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙𝑖
(2.26)

Euler-Lagrange 作用量定义为 Lagrangian 对时间的积分:

𝑊 =
ˆ
𝑑𝑡 𝐿 [𝜙, ¤𝜙] (2.27)

最小作用量原理:

𝛿𝑊 =
ˆ
𝑑𝑡𝑑3𝑥

(
𝛿𝐿

𝛿𝜙
𝛿𝜙 + 𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
𝛿 ¤𝜙

)
=
ˆ
𝑑𝑡𝑑3𝑥

(
𝛿𝐿

𝛿𝜙
𝛿𝜙 + 𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
𝑑

𝑑𝑡
(𝛿𝜙)

)
=
ˆ
𝑑𝑡𝑑3𝑥

(
𝛿𝐿

𝛿𝜙
𝛿𝜙 − 𝑑

𝑑𝑡

(
𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙

)
𝛿𝜙 + 𝑑

𝑑𝑡

(
𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
𝛿𝜙

))
=
ˆ
𝑑𝑡𝑑3𝑥

(
𝛿𝐿

𝛿𝜙
− 𝑑

𝑑𝑡

(
𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙

))
𝛿𝜙

= 0

(2.28)

于是, Euler-Lagrange 方程 (场的演化方程):
𝛿𝐿

𝛿𝜙
− 𝑑

𝑑𝑡

(
𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙

)
= 0 (2.29)

Lagrangian Lagrangian –E-L 如果 Lagrangian 可以写成:

𝐿 [𝜙, ¤𝜙] =
ˆ
𝑑3𝑥L

(
𝜙,∇𝜙, ¤𝜙

)
(2.30)

其中,𝜙 是场，是空间的函数，并且场会随着时间演化。当场函数有变化时:

𝛿𝐿 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜕L
𝜕𝜙

𝛿𝜙 + 𝜕L
𝜕 (∇𝜙) 𝛿∇𝜙 +

𝜕L
𝜕 ¤𝜙

𝛿 ¤𝜙
)

(2.31)

考虑到:
𝛿∇𝜙 = ∇𝛿𝜙 (2.32)

与分部积分 (由高斯定理，散度部分变成面积分后成 0 了):

𝛿𝐿 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜕L
𝜕𝜙

𝛿𝜙 + ∇
(
𝜕L
𝜕 (∇𝜙) 𝛿𝜙

)
− ∇

(
𝜕L
𝜕 (∇𝜙)

)
𝛿𝜙 + 𝜕L

𝜕 ¤𝜙
𝛿 ¤𝜙

)
=
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜕L
𝜕𝜙

𝛿𝜙 − ∇
(
𝜕L
𝜕 (∇𝜙)

)
𝛿𝜙 + 𝜕L

𝜕 ¤𝜙
𝛿 ¤𝜙

) (2.33)

于是观察得到泛函导数是:
𝛿𝐿

𝛿𝜙
=
𝜕L
𝜕𝜙
− ∇

(
𝜕L
𝜕 (∇𝜙)

)
(2.34)

𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
=
𝜕L
𝜕 ¤𝜙

(2.35)

5



2.1 Basic and Hamilton Formalism

Euler-Langrange 方程变为:
𝜕L
𝜕𝜙
− ∇

(
𝜕L
𝜕 (∇𝜙)

)
− 𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕L
𝜕 ¤𝜙

)
= 0 (2.36)

更加紧凑的形式是:
𝜕L
𝜕𝜙
− 𝜕𝜇

(
𝜕L

𝜕
(
𝜕𝜇𝜙

) ) = 0 (2.37)

Hamilton Formalism 定义经典共轭场 (canonical conjugate field)

𝜋(𝑥, 𝑡) = 𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
= lim

Δ𝑉𝑖→0

1
Δ𝑉𝑖

𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙𝑖
=
𝜕L
𝜕 ¤𝜙

(2.38)

由 Euler-Lagrange 方程:
¤𝜋(𝑥, 𝑡) = 𝛿𝐿

𝛿𝜙
(2.39)

定义 Hamiltonian:
𝐻 [𝜋, 𝜙] =

ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜋(𝑥, 𝑡) ¤𝜙(𝑥, 𝑡)

)
− 𝐿 (𝑡) (2.40)

则:

𝛿𝐻 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
¤𝜙𝛿𝜋 + 𝜋𝛿 ¤𝜙 − 𝛿𝐿

𝛿𝜙
𝛿𝜙 − 𝛿𝐿

𝛿 ¤𝜙
𝛿 ¤𝜙

)
=
ˆ
𝑑3𝑥

(
¤𝜙𝛿𝜋 + 𝜋𝛿 ¤𝜙 − 𝛿𝐿

𝛿𝜙
𝛿𝜙 − 𝜋𝛿 ¤𝜙

)
=
ˆ
𝑑3𝑥

(
¤𝜙𝛿𝜋 − 𝛿𝐿

𝛿𝜙
𝛿𝜙

) (2.41)

这样做相当于做了变量代换:
𝐿 [𝜙, ¤𝜙] ⇒ 𝐻 [𝜋, 𝜙] (2.42)

将 Euler-Lagrange 方程带入 𝛿𝐿
𝛿𝜙 −

𝑑
𝑑𝑡

(
𝛿𝐿
𝛿 ¤𝜙

)
= 0， ¤𝜋(𝑥, 𝑡) = 𝛿𝐿

𝛿𝜙 于是 Hamilton 方程:

𝛿𝐻

𝛿𝜋
= ¤𝜙 𝛿𝐻

𝛿𝜙
= − ¤𝜋 (2.43)

满足 E-L 方程的 Hamiltonian 的变化是:

𝛿𝐻 =
ˆ
𝑑3𝑥

( ¤𝜙𝛿𝜋 − ¤𝜋𝛿𝜙) (2.44)

𝜋, 𝜙 是随时间变换的场。于是 𝐻 = 𝐻 (𝑡)。现在考虑它随时间的变化。

𝛿𝐻 =
ˆ
𝑑3𝑥

( ¤𝜙 ¤𝜋 − ¤𝜋 ¤𝜙) 𝑑𝑡 = 0 (2.45)

Hamiltonian 密度:
H(𝑥, 𝑡) = 𝜋(𝑥, 𝑡) ¤𝜙(𝑥, 𝑡) − L(𝜙,∇𝜙, ¤𝜙) (2.46)

它是这些的函数:
H = H(𝜙, 𝜋,∇𝜙,∇𝜋) (2.47)

用分部积分:
𝛿𝐻

𝛿𝜙
=
𝜕H
𝜕𝜙
− ∇

(
𝜕H
𝜕 (∇𝜙)

)
(2.48)

𝛿𝐻

𝛿𝜋
=
𝜕H
𝜕𝜋
− ∇

(
𝜕H
𝜕 (∇𝜋)

)
(2.49)

定义 Poission 括号: 如果 F 和 G 都是 𝜙 和 𝜋 的泛函

{𝐹, 𝐺}𝑃,𝐵 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝛿𝐹

𝛿𝜙

𝛿𝐺

𝛿𝜋
− 𝛿𝐹
𝛿𝜋

𝛿𝐺

𝛿𝜙

)
(2.50)
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可以发现:
¤𝐹 = {𝐹, 𝐻}𝑃,𝐵 (2.51)

与:
{𝜙(𝑥), 𝜋(𝑥′)}𝑃,𝐵 = 𝛿3 (𝑥 − 𝑥′) (2.52)

2.2 Noether
假设场有一个 lagrangian 密度可以表示为：L = L(𝜙, 𝜕𝜇𝜙) 我们可以先把他理解为一个 L 函数, 里面有五个

变量，分别叫做 𝜙, 𝜕𝜇𝜙, 这五个量通过一个函数和时空变量 x 联系在了一起。也就是说 𝜙和 𝜕𝜇𝜙可以看作是五个

映射。而且这五个映射其实在确定了 𝜙 后剩下四个都确定了。

现在考虑场发生了一个变化，这个变化有两个方面。1. 坐标 𝑥 → 𝑥′ 2. 函数 𝜙(𝑥) → 𝜙′ (𝑥′) , 变化就像这样：

L(𝑥) = L(𝜙(𝑥), 𝜕𝜇𝜙(𝑥)) (2.53)

L′ (𝑥′) = L(𝜙′ (𝑥′), 𝜕′𝜇𝜙′ (𝑥′)) (2.54)

2.1 在这种变化下，在原本时空区域 R中的作用量为
´
𝑅 𝑑

4𝑥L(𝑥),在发生变化后,对作用量的时空积分变为
了 R’,同时,拉格朗日量密度也变化为 L′ (𝑥′)，此时，这一部分的作用量的差值可以写为:

Δ𝑆 =
ˆ
𝑅
𝑑4𝑥

{
𝜕𝜇

(
L(𝛿𝑥)𝜇 + 𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
𝛿𝜙

)
+

(
𝜕L
𝜕𝜙
− 𝜕𝜇 (

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

)
)
𝛿𝜙

}
(2.55)

, 𝑥′ = 𝑥 + 𝛿𝑥
, 𝜙 :𝜙′ (𝑥) − 𝜙(𝑥) = 𝛿𝜙(𝑥).

𝛿𝜙 = 𝜙′ (𝑥′) − 𝜙(𝑥) = 𝜙′ (𝑥′) − 𝜙′ (𝑥) + 𝜙′ (𝑥) − 𝜙(𝑥)

=
(
𝜕𝜇𝜙

′ (𝑥)
)
𝛿𝑥𝜇 + 𝛿𝜙(𝑥)

=
(
𝜕𝜇𝜙(𝑥)

)
𝛿𝑥𝜇 + 𝛿𝜙(𝑥)

(2.56)

, lagrangian density’s change Because of
the change of the 𝜕𝜇𝜙. Thus, we need to calculate 𝜕′𝜇𝜙′ (𝑥′) − 𝜕𝜇𝜙(𝑥).

𝛿𝜕𝜇𝜙 = 𝜕′𝜇𝜙
′ − 𝜕𝜇𝜙

= 𝜕′𝜇 (𝜙(𝑥′) + 𝛿𝜙(𝑥′)) − 𝜕𝜇𝜙(𝑥)

= 𝜕𝜇𝜙 |𝑥
′
𝑥 + 𝜕𝜇𝛿𝜙(𝑥)

= 𝜕𝜇𝜕𝜌𝜙(𝑥)(𝛿𝑥)𝜌 + 𝜕𝜇𝛿𝜙(𝑥)

(2.57)

Then, we consider the Jacobi determinant.J = 𝑑𝑒𝑡 ( 𝜕𝑥′𝜇𝜕𝑥𝜈 ) 𝜇,𝜈 If we
look close at Jacobi matrix, we can find that, it can be written in the form 𝐼 + 𝐴, which is the first order of 𝑒𝑥𝑝(𝐴), it is
easy to find that 𝐴 = 𝜕𝛿𝑥𝜇

𝜕𝑥𝜈 .
There is amath theory says that det(exp(A))=exp(tr(A)). in this case, we can say thatJ = 𝑑𝑒𝑡 (𝑒𝑥𝑝(𝐴)) = 𝑒𝑥𝑝(𝑡𝑟 (𝐴)) =

1 + 𝑡𝑟 (𝐴) = 1 + 𝜕𝜇𝛿𝑥𝜇.
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Then, we come to the difference of the action:

Δ𝑆 =
ˆ
𝑅
𝑑4𝑥

[ (
1 + 𝜕𝜇𝛿𝑥𝜇

) {
L + 𝜕L

𝜕𝜙

(
𝛿𝜙 + (𝜕𝜇𝜙)𝛿𝑥𝜇

)
+ 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

(
(𝜕𝜇𝜕𝜌𝜙)𝛿𝑥𝜌 + 𝜕𝜇𝛿𝜙

)}
− L

]
=
ˆ
𝑅
𝑑4𝑥

{
(𝜕𝜇𝛿𝑥𝜇)L +

𝜕L
𝜕𝜙
(𝜕𝜇𝜙)𝛿𝑥𝜇 +

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

(𝜕𝜇𝜕𝜌𝜙)𝛿𝑥𝜌 +
𝜕L
𝜕𝜙

𝛿𝜙 + 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

𝜕𝜇𝛿𝜙

}
=
ˆ
𝑅
𝑑4𝑥

{
(𝜕𝜇𝛿𝑥𝜇)L +

𝜕L
𝜕𝜙
(𝜕𝜇𝜙)𝛿𝑥𝜇 +

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

(𝜕𝜇𝜕𝜌𝜙)𝛿𝑥𝜌 +
[
𝜕L
𝜕𝜙
− 𝜕𝜇 (

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

)
]
𝛿𝜙 + 𝜕𝜇 (

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

𝛿𝜙)
}

=
ˆ
𝑅
𝑑4𝑥

{
𝜕𝜇 (L𝛿𝑥𝜇 +

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

𝛿𝜙) + ( 𝜕L
𝜕𝜙
− 𝜕𝜇 (

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

))𝛿𝜙
}

(2.58)

we noticed that in most of the fields, the second term will be zero. If we think that Δ𝑆 = 0, then, the first term will be
zero (because the choose of R is no limit).

𝑥𝜇 𝛿𝜙

𝛿𝜙 = 𝛿𝜙 − (𝜕𝜆𝜙(𝑥)) 𝛿𝑥𝜆 (2.59)

Current density 𝑗 𝜇

𝑗 𝜇 = L𝛿𝑥𝜇 + 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙𝑟 )

𝛿𝜙𝑟 −
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙𝑟 )
(𝜕𝜆𝜙𝑟 (𝑥)) 𝛿𝑥𝜆. (2.60)

0 0 integrand
integrand Equation of Continuity

𝜕𝜇 𝑗
𝜇 = 0. (2.61)

□

Noether : Each continuous symmetry transformation leads to a conservation law. The conserved
quantity G can be obtained from the Lagrange density。

可见，它的关键在于连续对称变化 (Continuous Symmetry Transformation)。
有一个问题，为什么作用量不变意味着“物理规律不变 or 存在对称性”

(Equation of continuity) (Conservation law): 对连续方程 (Equation of Continuity) 进

行空间部分的积分： ˆ
𝑑3𝑥𝜕0 𝑗

0 +
ˆ
𝑑3𝑥∇ · j = 0 (2.62)

利用 Gauss 定理: ˆ
𝑑3𝑥𝜕0 𝑗

0 +
‹

𝑑s · j = 0 (2.63)

因为在边界上被积函数 (integrand) 是 0, 所以面积分自然是 0 于是连续方程说明:

𝐺 ≡
ˆ
𝑑3𝑥 𝑗0 (2.64)

是不随时间变化的。这个量不随时间变化，是守恒量 (Conserved Quantity)。

时空平移对称性的坐标变换:

𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝜖 𝜇 (2.65)

场的形状 (shape of the fields) 是不改变的:

𝜙′𝑟 (𝑥′) = 𝜙𝑟 (𝑥) ⇒ 𝛿𝜙𝑟 = 0 (2.66)
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2.2 Noether定理

Current density 是:

𝑗 𝜇 = L𝛿𝑥𝜇 + 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

𝛿𝜙 − 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

(𝜕𝜆𝜙(𝑥)) 𝛿𝑥𝜆

= L𝜖 𝜇 − 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

(𝜕𝜆𝜙(𝑥)) 𝜖𝜆
(2.67)

如果只有 𝜖𝜈 ≠ 0, 则:(第二项对 𝜈 并没有求和约定, 第一项对 𝜈 指标有求和约定)

𝑗 𝜇 = L𝛿𝜇𝜈 𝜖𝜈 −
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
(𝜕𝜈𝜙(𝑥)) 𝜖𝜈 (2.68)

可以定义 (有时候会用到 𝛿
𝜇
𝜈 = 𝑔𝜇𝜈):

Θ𝜇𝜈 = −L𝑔𝜇𝜈 +
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
(𝜕𝜈𝜙(𝑥)) (2.69)

把 𝜈 变到上指标:
Θ𝜇𝜈 = −L𝑔𝜇𝜈 + 𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
(𝜕𝜈𝜙(𝑥)) (2.70)

满足:
𝜕𝜇Θ

𝜇𝜈 = 0 (2.71)

有四个守恒量, 写为:

𝑃𝜈 =

(
𝐸

𝑐
,P

)
=

1
𝑐

ˆ
𝑣
𝑑3𝑥 Θ0𝜈 (2.72)

Θ 的下指标形式:
Θ𝜇𝜈 = −L𝑔𝜇𝜈 +

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙) (𝜕𝜈𝜙) (2.73)

Lorentz Lorentz 变换下的坐标变化:

𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝛿𝑤𝜇𝜈𝑥𝜈 (2.74)

为了满足四维空间中的距离不变,𝛿𝑤 是反对称的 (𝛿𝑤𝜇𝜈 = −𝛿𝑤𝜈𝜇), 这是因为:

𝑥′𝜇𝑥′𝜇 = (𝑥𝜇 + 𝛿𝑤𝜇𝜎𝑥𝜎) (𝑥𝜇 + 𝛿𝑤 𝜏
𝜇 𝑥𝜏)

= 𝑥𝜇𝑥𝜇 + 𝛿𝑤𝜇𝜈𝑥𝜈𝑥𝜇 + 𝛿𝑤𝜇𝜈𝑥𝜇𝑥𝜈
= 𝑥𝜇𝑥𝜇 + (𝛿𝑤𝜇𝜈 + 𝛿𝑤𝜈𝜇) 𝑥𝜇𝑥𝜈
= 𝑥𝜇𝑥𝜇

(2.75)

在 Lorentz 变换下, 场的变换是:
𝜙′𝑟 (𝑥′) = 𝜙𝑟 (𝑥) +

1
2
𝛿𝑤𝜇𝜈 (𝐼𝜇𝜈)𝑟𝑠𝜙𝑠 (𝑥) (2.76)

这里的 𝐼𝜇𝜈 是 Lorentz 群表示的生成元,𝑟 𝑠 是生成元矩阵的行列指标。生成元 𝐼𝜇𝜈 对于 Lorentz 指标是反对成的,
也就是 𝐼𝜇𝜈 = −𝐼𝜈𝜇。

于是, 对于 Current density 是:

𝑗 𝜇 = L𝛿𝑥𝜇 + 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

𝛿𝜙 − 𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙)

(𝜕𝜆𝜙(𝑥)) 𝛿𝑥𝜆

= L𝛿𝑤𝜇𝜈𝑥𝜈 +
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙𝑟 )
1
2
𝛿𝑤𝜎𝜈 (𝐼𝜎𝜈)𝑟𝑠𝜙𝑠 −

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙𝑟 )

(𝜕𝜆𝜙𝑟 (𝑥)) 𝛿𝑤𝜆𝜈𝑥𝜈
(2.77)
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2.2 Noether定理

他的下指标形式:

𝑗𝜇 = L 𝑔𝜇𝜈𝛿𝑤𝜈𝜆𝑥𝜆 +
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
1
2
𝛿𝑤𝜎𝜈 (𝐼𝜎𝜈)𝑟𝑠𝜙𝑠 −

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙𝑟 )

(𝜕𝜈𝜙𝑟 ) 𝛿𝑤𝜈𝜆𝑥𝜆

=
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
1
2
𝛿𝑤𝜎𝜈 (𝐼𝜎𝜈)𝑟𝑠𝜙𝑠 −

(
−L 𝑔𝜇𝜈 +

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙𝑟 )

(𝜕𝜈𝜙𝑟 )
)
𝛿𝑤𝜈𝜆𝑥𝜆

=
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
1
2
𝛿𝑤𝜎𝜈 (𝐼𝜎𝜈)𝑟𝑠𝜙𝑠 − Θ𝜇𝜈𝛿𝑤𝜈𝜆𝑥𝜆

=
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
1
2
𝛿𝑤𝜎𝜈 (𝐼𝜎𝜈)𝑟𝑠𝜙𝑠 − Θ𝜇𝜆𝛿𝑤𝜆𝜈𝑥𝜈

=
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
1
2
𝛿𝑤𝜎𝜈 (𝐼𝜎𝜈)𝑟𝑠𝜙𝑠 −

1
2
𝛿𝑤𝜈𝜆

(
Θ𝜇𝜈𝑥𝜆 − Θ𝜇𝜆𝑥𝜈

)
因为 w 矩阵是反对称的

=
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙)
1
2
𝛿𝑤𝜈𝜆 (𝐼𝜈𝜆)𝑟𝑠𝜙𝑠 −

1
2
𝛿𝑤𝜈𝜆

(
Θ𝜇𝜈𝑥𝜆 − Θ𝜇𝜆𝑥𝜈

)
=

1
2
𝛿𝑤𝜈𝜆𝑀𝜇𝜈𝜆

(2.78)

其中:
𝑀𝜇𝜈𝜆 =

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙) (𝐼𝜈𝜆)𝑟𝑠𝜙𝑠 −

(
Θ𝜇𝜈𝑥𝜆 − Θ𝜇𝜆𝑥𝜈

)
(2.79)

定义反对称 (Anti-Symmetric) 张量 (逆变指标下的守恒荷):

𝑀𝜈𝜆 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙)
(𝐼𝜈𝜆)𝑟𝑠𝜙𝑠 − (Θ0𝜈𝑥𝜆 − Θ0𝜆𝑥𝜈)

)
(2.80)

对于 𝜈𝜆 的空间部分, 注意到:
Θ𝜇𝜈 = −L𝑔𝜇𝜈 +

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙) (𝜕𝜈𝜙𝑟 ) (2.81)

那么:

Θ0𝜈𝑥𝜆 =

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )
(𝜕𝜈𝜙𝑟 ) − L𝑔0𝜈

)
𝑥𝜆 (2.82)

Θ0𝜆𝑥𝜈 =

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )
(𝜕𝜆𝜙𝑟 ) − L𝑔0𝜆

)
𝑥𝜈 (2.83)

这个时候:

𝑀𝑛𝑙 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙)
(𝐼𝑛𝑙)𝑟𝑠𝜙𝑠 − (Θ0𝑛𝑥𝑙 − Θ0𝑙𝑥𝑛)

)
=
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙)
(𝐼𝑛𝑙)𝑟𝑠𝜙𝑠 −

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )
(𝜕𝑛𝜙𝑟 ) − L𝑔0𝑛

)
𝑥𝑙 +

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )
(𝜕𝑙𝜙𝑟 ) − L𝑔0𝑙

)
𝑥𝑛

) (2.84)

一般写为:
𝑀𝑛𝑙 = 𝐿𝑛𝑙 + 𝑆𝑛𝑙 (2.85)

其中:

𝐿𝑛𝑙 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )
(𝜕𝑙𝜙𝑟 ) 𝑥𝑛 −

𝜕L
𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )

(𝜕𝑛𝜙𝑟 ) 𝑥𝑙
)

=
ˆ
𝑑3𝑥

𝜕L
𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )

(
𝑥𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑙
− 𝑥𝑙

𝜕

𝜕𝑥𝑛

)
𝜙𝑟

(2.86)

𝑆𝑛𝑙 =
ˆ
𝑑3𝑥

𝜕L
𝜕 (𝜕0𝜙)

(𝐼𝑛𝑙)𝑟𝑠𝜙𝑠 (2.87)

Internal Symmetries 这个时候没有坐标变换, 场的变换是:

𝜙′𝑟 (𝑥) = 𝜙𝑟 (𝑥) + 𝑖𝜖
∑
𝑠

𝜆𝑟𝑠𝜙𝑠 (𝑥) (2.88)

𝛿𝜙𝑟 = 𝑖𝜖
∑
𝑠

𝜆𝑟𝑠𝜙𝑠 (𝑥) (2.89)
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2.2 Noether定理

守恒流是:
𝑗𝜇 = L 𝛿𝑥𝜇 +

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙) 𝛿𝜙 −

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙) (𝜕𝜆𝜙(𝑥)) 𝛿𝑥

𝜆

=
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙) 𝛿𝜙

= 𝑖
∑
𝑟𝑠

𝜖
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝜙𝑟 )
𝜆𝑟𝑠𝜙𝑠

(2.90)

守恒荷是:
𝑄 = 𝑗0 = 𝑖

∑
𝑟𝑠

𝜖
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝜙𝑟 )
𝜆𝑟𝑠𝜙𝑠 = 𝑖

∑
𝑟𝑠

𝜖𝜋𝑟𝜆𝑟𝑠𝜙𝑠 (2.91)

一个特殊的情况是对于相位改变:
𝜙′ = 𝜙 + 𝑖𝜖𝜙 (2.92)

𝜙′∗ = 𝜙∗ − 𝑖𝜖𝜙∗ (2.93)

将 (𝜙1, 𝜙2)分别叫作 (𝜙1, 𝜙2), 于是 𝜆11 = 1, 𝜆22 = −1。于是:

𝑗𝜇 = (−𝑖)
(

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙) 𝜙 −

𝜕L
𝜕 (𝜕𝜇𝜙∗) 𝜙

∗
)

(2.94)

Symmetrized Energy-Momentum Tensor: 考虑修正过后的能动量张量 (Modified Tensor)

𝑇𝜇𝜈 = Θ𝜇𝜈 + 𝜕𝜎𝜒𝜎𝜇𝜈 (2.95)

为了保证修正后的能动量张量满足守恒流方程, 要求 𝜒𝜎𝜇𝜈 = −𝜒𝜇𝜎𝜈 , 这是因为:

𝜕𝜇𝑇𝜇𝜈 = 𝜕
𝜇Θ𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝜕𝜎𝜒𝜎𝜇𝜈

= 𝜕𝜇Θ𝜇𝜈 +
1
2
𝜕𝜇𝜕𝜎

(
𝜒𝜎𝜇𝜈 + 𝜒𝜇𝜎𝜈

)
= 𝜕𝜇Θ𝜇𝜈 = 0

(2.96)
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3.1 Picture
Schrodinger Picture Schroding Pic 是最基本的绘景，简单来说，在这个 picture 中，态矢量演化规律为

|𝛼, 𝑡〉 = 𝑈 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡0〉. (3.1)

其中，U 满足运动方程

𝑖ℏ𝜕𝑡𝑈 (𝑡, 𝑡0) = 𝐻𝑈 (𝑡, 𝑡0). (3.2)

总结 Schrodinger 绘景的一些性质或者说约定：

1) 态矢满足 Schrodinger 方程 𝐻̂ (𝑞, 𝑝) |Ψ(𝑡) >𝑆= 𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑡 |Ψ(𝑡) >𝑆

2) 定义坐标本征态 𝑞 |𝑞 >= 𝑞 |𝑞 >
3) 定义动量本征态 𝑝 |𝑝 >= 𝑝 |𝑝 >
4) 坐标本征态正交 < 𝑞′ |𝑞 >= 𝛿(𝑞′ − 𝑞)
5) 动量本征态正交 < 𝑝′ |𝑝 >= 2𝜋ℏ𝛿(𝑝′ − 𝑝)
6)
´
𝑑𝑝 1

2𝜋ℏ |𝑝〉〈𝑝 | = 1
7)
´
𝑑𝑞 |𝑞〉〈𝑞 | = 1

8) < 𝑞 |𝑝 >= 𝑒𝑖
𝑝 𝑞
ℏ (详细见 sakurai 笔记，前面没有 normalize factor 是因为动量的正交关系里面有了 factor)

9) < 𝑞 |Ψ(𝑡) >𝑆= 𝜓(𝑞, 𝑡)
10) 当 Schrodinger Pic 下 Hamiltonian 不含时，Schrodinger 方程的解可以写成: |Ψ(𝑡) >𝑆= 𝑒−𝑖𝐻̂𝑡/ℏ |Ψ(0) >𝑆

(5) (6):( )

(
ˆ
𝑑𝑝 |𝑝〉〈𝑝 |)2 =

ˆ
𝑑𝑝𝑑𝑝′ |𝑝′〉〈𝑝′ |𝑝〉〈𝑝 | =

ˆ
𝑑𝑝′𝑑𝑝 |𝑝′〉2𝜋ℏ𝛿(𝑝′ − 𝑝)〈𝑝 | =

ˆ
𝑑𝑝 2𝜋ℏ |𝑝〉〈𝑝 | (3.3)

5) 6)

2𝜋ℏ =
ˆ
𝑑𝑝 |𝑝〉〈𝑝 |

ˆ
𝑑𝑝

1
2𝜋ℏ
|𝑝〉〈𝑝 | = 1

(3.4)

, (4) (7)

Heisenberg Picture 在 Schrodinger 绘景中，态矢量演化:|𝛼, 𝑡〉 = 𝑈 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡0〉, 算符是 𝐴𝑆 (𝑡). 演化算符满足

Schrodinger 方程:
𝑖ℏ𝜕𝑡𝑈 (𝑡, 𝑡0) = 𝐻𝑆𝑈 (𝑡, 𝑡0). (3.5)

其中,Hamiltonian 是厄米算符, U 是幺正算符.
Heisenberg pic 意思是可以将态矢定住不变，而改变算符，也就是:|𝛼, 𝑡〉𝐻 = |𝛼, 𝑡0〉𝐻 = |𝛼, 𝑡0〉𝑆 . 同时算符会发

生额外的演化:𝐴𝐻 (𝑡) = 𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐴𝑆 (𝑡)𝑈 (𝑡, 𝑡0).



3.1 不同的绘景 Picture

如果 𝐴𝑆 不含时间, 那么 Heisenberg 绘景中的力学量的演化满足:

𝑖ℏ𝜕𝑡 𝐴𝐻 (𝑡) = 𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐴𝑆𝑈 (𝑡, 𝑡0)

= −𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐻𝑆𝐴𝑆𝑈 (𝑡, 𝑡0) +𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐴𝑆𝐻𝑆𝑈 (𝑡, 𝑡0)

= −𝑈†𝐻𝑆𝑈𝑈†𝐴𝑆𝑈 +𝑈†𝐴𝑆𝑈𝑈†𝐻𝑆𝑈

= −𝐻𝐻𝐴𝐻 + 𝐴𝐻𝐻𝐻

= [𝐴𝐻 , 𝐻𝐻 ]

(3.6)

当然，Heisenberg Pic 下的态矢量是不会演化的。

Interaction Picture 当系统的 Hamiltonian 可以写为:

𝐻𝑆 = 𝐻𝑆0 + 𝐻
𝑆
1 (3.7)

其中,𝐻𝑆0 (所以在薛定谔绘景以及相互作用绘景中是同样的算符)，𝐻𝑆1 包含时间项。在 Schrodinger
绘景中，态矢量演化满足

|𝛼, 𝑡〉𝑆 = 𝑊 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡0〉. (3.8)

. 其中,𝑊 (𝑡, 𝑡0) 满足运动方程.
𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑊 (𝑡, 𝑡0) = 𝐻𝑆𝑊 (𝑡, 𝑡0) (3.9)

:
定义相互作用绘景中的态矢量:

|𝛼, 𝑡〉𝐼 = 𝑈 (𝑡, 𝑡0)† |𝛼, 𝑡〉𝑆

= 𝑈 (𝑡, 𝑡0)†𝑊 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡0〉,
(3.10)

其中，𝑈 (𝑡, 𝑡0)是没有相互作用时 Schrodinger Pic 中的时间演化算符。

U 满足演化方程:
𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑈 (𝑡, 𝑡0) = 𝐻𝑆0𝑈 (𝑡, 𝑡0) ⇒ 𝑈 (𝑡, 𝑡0) = exp( 1

𝑖ℏ
𝐻𝑆0 (𝑡 − 𝑡0)) (3.11)

为了保证期望值不变, 在这个绘景中, 力学量算符应该满足要求:

〈𝛼, 𝑡 |𝐼𝐴𝐼 (𝑡) |𝛼, 𝑡〉𝐼 = 〈𝛼, 𝑡 |𝑆𝐴𝑆 (𝑡) |𝛼, 𝑡〉𝑆

= 〈𝛼, 𝑡 |𝐼𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐴𝑆 (𝑡)𝑈 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡〉𝐼
(3.12)

于是:
𝐴𝐼 (𝑡) = 𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐴𝑆 (𝑡)𝑈 (𝑡, 𝑡0) (3.13)

如果 𝐴𝑆 和时间无关，𝐴𝐼 (𝑡)满足 Heisenberg :

𝑖ℏ𝜕𝑡 𝐴𝐼 (𝑡) = −𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐻𝑆0 𝐴
𝑆𝑈 (𝑡, 𝑡0) +𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝐴𝑆𝐻𝑆0𝑈 (𝑡, 𝑡0) (3.14)

= −𝐻 𝐼0 𝐴𝐼 + 𝐴𝐼𝐻 𝐼0 (3.15)

= [𝐴𝐼 , 𝐻 𝐼0] = [𝐴𝐼 , 𝐻𝑆0 ] (3.16)

:
定义相互作用绘景中的态矢量:

|𝛼, 𝑡〉𝐼 = 𝑒−
𝐻𝑆

0 (𝑡−𝑡0 )
𝑖ℏ |𝛼, 𝑡〉𝑆

= 𝑒−
𝐻𝑆

0 (𝑡−𝑡0 )
𝑖ℏ 𝑊 (𝑡, 𝑡1) |𝛼, 𝑡1〉.

(3.17)
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3.1 不同的绘景 Picture

随时间演化:

𝑖ℏ𝜕𝑡 |𝛼, 𝑡〉𝐼 = −𝐻𝑆0 |𝛼, 𝑡〉
𝐼 + 𝑒−

𝐻𝑆
0 (𝑡−𝑡0 )
𝑖ℏ 𝐻𝑆𝑊 (𝑡, 𝑡1) |𝛼, 𝑡1〉

= (−𝑒−
𝐻𝑆

0 (𝑡−𝑡0 )
𝑖ℏ 𝐻𝑆0 𝑒

𝐻𝑆
0 (𝑡−𝑡0 )
𝑖ℏ + 𝑒−

𝐻𝑆
0 (𝑡−𝑡0 )
𝑖ℏ 𝐻𝑆𝑒

𝐻𝑆
0 (𝑡−𝑡0 )
𝑖ℏ ) |𝛼, 𝑡〉𝐼

= (−𝐻0 + 𝐻 𝐼 ) |𝛼, 𝑡〉𝐼

= 𝐻 𝐼1 |𝛼, 𝑡〉𝐼

(3.18)

定义时间演化算符:
|𝛼, 𝑡〉𝐼 ≡ 𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡0〉 (3.19)

满足演化方程:
𝑖ℏ𝜕𝑡𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) = 𝐻 𝐼1𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) (3.20)

Heisenberg Interacting
假设，三个绘景对齐的时间是 𝑡0。于是，通过 Interacting 绘景的演化算符得到 之间的关系:

|𝛼, 𝑡〉𝐼 = 𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡0〉𝐼 = 𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡〉𝐻 (3.21)

对于算符，为了保证期望值在两个绘景中相同:

〈𝛼, 𝑡 |𝐼𝐴𝐼 |𝛼, 𝑡〉𝐼 = 〈𝛼, 𝑡 |𝐻𝐴𝐻 |𝛼, 𝑡〉𝐻

= 〈𝛼, 𝑡 |𝐼𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0)𝐴𝐻𝑈†𝐼 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡〉
𝐼

(3.22)

于是 :
𝐴𝐼 = 𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0)𝐴𝐻𝑈†𝐼 (𝑡, 𝑡0). (3.23)

Dyson
相互作用绘景中的演化算符满足演化方程:

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) = 𝐻 𝐼1 (𝑡)𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) (3.24)

他的解一定满足积分式:

𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) = 1 + (−𝑖)
ˆ 𝑡

𝑡0

𝐻 𝐼1 (𝑡)𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0)𝑑𝑡 (3.25)

可以进行猜解

𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) = 1 +
∑
𝑛=1
(−𝑖)𝑛

ˆ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2...

ˆ 𝑡𝑛−1

𝑡0

𝑑𝑡𝑛𝐻
𝐼
1 (𝑡1)...𝐻 𝐼1 (𝑡𝑛) (3.26)

Dyson

1 + (−𝑖)
ˆ 𝑡 𝑓

𝑡0

𝐻 𝐼1 (𝑡)𝑈 (𝑡, 𝑡0)𝑑𝑡

= 1 + (−𝑖)
ˆ 𝑡 𝑓

𝑡0

𝑑𝑡𝐻 𝐼1 (𝑡)
[
1 + Σ𝑛=1 (−𝑖)𝑛

ˆ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2...

ˆ 𝑡𝑛−1

𝑡0

𝑑𝑡𝑛𝐻
𝐼
1 (𝑡1)...𝐻 𝐼1 (𝑡𝑛)

]
= 1 + (−𝑖)

ˆ 𝑡 𝑓

𝑡0

𝑑𝑡𝐻 𝐼1 (𝑡)

+ Σ𝑛=1 (−𝑖)𝑛+1
ˆ 𝑡 𝑓

𝑡0

𝑑𝑡

ˆ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑡1

ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡2...

ˆ 𝑡𝑛−1

𝑡0

𝑑𝑡𝑛𝐻
𝐼
1 (𝑡)𝐻 𝐼1 (𝑡1)...𝐻 𝐼1 (𝑡𝑛)

= 𝑈𝐼 (𝑡 𝑓 , 𝑡0)
(3.27)

□
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3.2 Gell-Mann-Low Theorem

如果引入时序算符, 这个算符是让被作用的函数按照时间顺序排列。可以把时间演化算符写成:

𝑈𝐼 (𝑡, 𝑡0) = Σ+∞𝑛=0
(−𝑖)𝑛
𝑛!

ˆ 𝑡0

𝑡
𝑑𝑡1...

ˆ 𝑡0

𝑡
𝑑𝑡𝑛𝑇

(
𝐻 𝐼1 (𝑡1)...𝐻 𝐼1 (𝑡𝑛)

)
= 𝑇𝑒𝑥𝑝 [−𝑖

ˆ 𝑡0

𝑡
𝑑𝑡′𝐻 𝐼1 (𝑡′)]

= 𝑇𝑒𝑥𝑝 [−𝑖
ˆ 𝑡0

𝑡
𝑑𝑡′
ˆ
𝑑3𝑥H 𝐼

1 (𝑥)]

(3.28)

3.2 Gell-Mann-Low Theorem
如果规定在 𝑡0, 𝑂

𝐻 (𝑡0) = 𝑂 𝐼 (𝑡0) = 𝑂𝑆 , 在 Heisenber Pic 和 Interaction Pic 之间的算符的变换是。𝑉 (𝑡, 𝑡0) =
𝑒𝑖𝐻0 (𝑡−𝑡0 )𝑊 (𝑡, 𝑡0)这样的 𝑉 (𝑡, 𝑡0)也是𝑈 (𝑡, 𝑡0)的一个定义 (因为他们都可以让 Interact Pic 中的态矢演化)。emmm.
这样，Heisenberg Pic 算符和 Interact Pic 算符之间的关系就是

𝑈 (𝑡, 𝑡0)†𝑂 𝐼 (𝑡)𝑈 (𝑡, 𝑡0) = 𝑂𝐻 (𝑡) (3.29)

现在说一个事情就是我们习以为常的量子标量场的解 (就是写成产生算符和湮灭算符的形式), 他是在没有势能

(相互作用) 的时候的解。我们现在说这个解是 𝜙0 (𝑥), 是 Interacting Pic 下的算符，那么可以转换为 Heisenberg Pic
下的算符通过上面的式子。这个在 Schwartz 的 P87

𝜙(𝑥) = 𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝜙0 (𝑥)𝑈 (𝑡, 𝑡0) (3.30)

|−〉𝐻 = 𝑈† (𝑡, 𝑡0) |−〉𝐼 (3.31)

我们现在说真空态, 这个态矢在 Interacting Pic 下面叫做 |0〉, 在 Heisenberg Pic 下叫做 |Ω〉。
这两个态矢的联系按照上面的式子应该叫做:

|Ω〉 = 𝑈† (𝑡, 𝑡0) |0〉 = 𝑈 (𝑡0, 𝑡) |0〉 (3.32)

〈Ω| = 〈0|𝑈 (𝑡, 𝑡0) (3.33)

现在考虑 n-point Function:

〈Ω|𝜙(𝑥1)𝜙(𝑥2)...𝜙(𝑥𝑛) |Ω〉

= 〈0|𝑈 (𝑡, 𝑡0)𝑈 (𝑡0, 𝑡1)𝜙0 (𝑥1)𝑈 (𝑡1, 𝑡0)𝑈 (𝑡0, 𝑡2)...𝑈 (𝑡0, 𝑡𝑛)𝜙0 (𝑥𝑛)𝑈 (𝑡𝑛, 𝑡0)𝑈 (𝑡0, 𝑡) |0〉

= 〈0|𝑈𝑡 ,1𝜙0 (𝑥1)𝑈1,2...𝑈𝑛−1,𝑛𝜙0 (𝑥𝑛)𝑈𝑛,𝑡 |0〉

(3.34)

现在 Schwartz P88有一个操作，就是说左边的 t应该是 +∞, 右边的 t叫做 −∞, 这样左右的真空不是同一时间的?...

〈0|𝑈+∞,1𝜙0 (𝑥1)𝑈 (𝑡1, 𝑡0)𝑈 (𝑡0, 𝑡2)...𝑈 (𝑡0, 𝑡𝑛)𝜙0 (𝑥𝑛)𝑈 (𝑡𝑛, 𝑡0)𝑈 (𝑡0, 𝑡) |0〉

= 〈0|𝑈+∞,1𝜙0 (𝑥1)𝑈1,2...𝑈𝑛−1,𝑛𝜙0 (𝑥𝑛)𝑈𝑛,−∞ |0〉
(3.35)

然后, 不知道怎么地，反正就是归纳出了一个结论是这样的：主要是不知道为什么 U 可以被提出来

〈Ω|𝑇{𝜙(𝑥1)...𝜙(𝑥𝑛)}|Ω〉 = 〈0|𝑇{𝜙0 (𝑥1)...𝜙0 (𝑥𝑛)𝑈+∞,−∞}|0〉 (3.36)

然后为了归一化，一般是这样来写 N-POINT function

〈Ω|𝑇{𝜙(𝑥1)...𝜙(𝑥𝑛)}|Ω〉 =
〈0|𝑇{𝜙0 (𝑥1)...𝜙0 (𝑥𝑛)𝑈+∞,−∞}|0〉

〈0|𝑈+∞,−∞ |0〉

=
〈0|𝑇{𝜙0 (𝑥1)...𝜙0 (𝑥𝑛)𝑒𝑖

´
𝑑4𝑥L𝑖𝑛𝑡 (𝜙0 ) }|0〉

〈0|𝑒𝑖
´
𝑑4𝑥L𝑖𝑛𝑡 (𝜙0 ) |0〉

(3.37)
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3.3 Time-reverse

3.3 Time-reverse
这一节讲 Quantum Mechanics 中的时间反演变换。量子力学对允许的变换的要求是

|〈𝛼̃ |𝛽〉| = |〈𝛼 |𝛽〉|. (3.38)

满足这一条件的除了 unitary 变换，还有 anti-unitary 变换。

Anti-unitary operator Θ 对于态矢量 |𝛼〉, |𝛽〉, 可以用 anti-unitary 算符对他做变换

|𝛼̃〉 = Θ|𝛼〉, |𝛽〉 = Θ|𝛽〉. (3.39)

Anti-unitary 的性质是

〈𝛼̃ |𝛽〉 = 〈𝛽 |𝛼〉 = 〈𝛼 |𝛽〉∗, (3.40)

Θ(𝑐1 |𝛼〉 + 𝑐2 |𝛽〉) = 𝑐∗1 |𝛼̃〉 + 𝑐∗2 |𝛽〉. (3.41)

operator under trans 有一个比较有用的等式是

〈𝛽 |𝑋 |𝛼〉 = 〈𝛼̃ |Θ𝑋†Θ−1 |𝛽〉 (3.42)

下面是对他的证明

〈𝛽 |𝑋 |𝛼〉 = 〈𝑋†𝛽 |𝛼〉 = 〈Θ𝛼 |Θ𝑋†𝛽〉 (3.43)

= 〈Θ𝛼 |Θ𝑋†Θ−1 |Θ𝛽〉 (3.44)

= 〈𝛼̃ |Θ𝑋†Θ−1 |𝛽〉 (3.45)

□
对比 unitary 变换的性质，他们的不同之处在于

〈𝛽 |𝑋 |𝛼〉 = 〈𝛽 |𝑈𝑋†𝑈† |𝛼̃〉. (3.46)

Anti-unitary represnet 反幺正算符总可以表示成幺正算符和 complex conjugate 算符的乘积。

Θ = 𝑈 𝐾 (3.47)

直接计算可以验证 Anti-unitary 算符满足的两个性质。第一个可以得到

Θ|𝛼〉 = 𝑈𝐾 |𝛼〉 = 𝑈𝐾
∑
𝑎′
〈𝑎′ |𝛼〉|𝑎′〉 = 𝑈

∑
𝑎′
〈𝑎′ |𝛼〉∗ |𝑎′〉 (3.48)

Θ|𝛽〉 = 𝑈
∑
𝑎′′
〈𝑎′′ |𝛽〉∗ |𝑎′′〉 (3.49)

〈𝛼̃ |𝛽〉 =
∑
𝑎′ ,𝑎′′
〈𝑎′ |𝛼〉〈𝑎′′ |𝛽〉∗〈𝑎′ |𝑈†𝑈 |𝑎′′〉 (3.50)

= 〈𝛽 |𝛼〉. (3.51)

Why Anti-unitary 时间反演算符应该满足性质：态经过时间反演算符之后再演化，等价于反向演化再经历时间

反演算符。

𝑈 (𝑡 + 𝑑𝑡, 𝑡)Θ = Θ𝑈 (𝑡 − 𝑑𝑡, 𝑡). (3.52)

于是得到 Hamiltonian 和时间反演算符之间的对易关系。

−𝑖𝐻Θ = Θ(𝑖)𝐻. (3.53)

如果 Θ 是 Unitary 算符，

𝐻Θ = −Θ𝐻. (3.54)

16



3.3 Time-reverse

这样定义会产生负能解问题

Θ|𝐸𝑛〉 = | − 𝐸𝑛〉. (3.55)

为了避免，所以时间反演算符是反幺正的。
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Poincare

4.1 Poincare
Poincare 变换是这个：

𝑥′𝜇 = Λ𝜇𝜈𝑥
𝜈 + 𝑎𝜇 (4.1)

量子 Poincare 变化是这个: 他是由于坐标的 Poincare 变换诱导出的态矢变换。这个算符一定是幺正的, 这是为了

保证态矢的内积在量子 Poincare 变化下不变。

|Ψ′〉 = 𝑈 (Λ, 𝑎) |Ψ〉 (4.2)

由于两次 Poincare 变换 (Λ1, 𝑎1), (Λ2, 𝑎2) 叠加到一起相当于 (Λ2Λ1,Λ2𝑎1 + 𝑎2) 于是就可以找到逆变换可以这样

写:
𝑈−1 (Λ, 𝑎) = 𝑈 (Λ−1,−Λ−1𝑎) (Λ−1)𝜇𝜈 = Λ 𝜇

𝜈 (4.3)

量子 Lorentz 变换, 量子时空平移变换的生成元算符是这样定义的。

𝑈 (1 + 𝜔, 𝜖) = 1 − 𝑖
2
𝐽𝜇𝜈𝜔𝜇𝜈 − 𝑖𝑃𝜇𝜖𝜇 (4.4)

从一阶展开的角度理解他 𝐽𝜇𝜈 = 2𝑖 𝜕𝑈
𝜕𝜔𝜇𝜈

, 𝑃𝜇 = 𝑖 𝜕𝑈𝜕𝜖𝜇 .
构造一个式子。

𝑈−1 (Λ, 𝑎)𝑈 (1 + 𝜔, 𝜖)𝑈 (Λ, 𝑎) (4.5)

这个式子可以用上面提到的 Poincare 变化的叠加性质来把三个算符写成一个最终的算符 U, 然后再展开, 会有三

项。当然也可以先把中间的算符做一阶展开。然后就写成一个有三项的式子。

既然这两种方法得到的结果理应是一样的，那么就会有一个性质.(详细计算没写，在中山大学余钊焕的讲义里面)

𝑈−1 (Λ, 𝑎)𝐽𝜇𝜈𝑈 (Λ, 𝑎) = Λ𝜇𝜌Λ
𝜈
𝜎𝐽

𝜌𝜎 + Λ𝜇𝜌𝑎𝜈𝑃𝜌 − Λ𝜈𝜌𝑎𝜇𝑃𝜌

𝑈−1 (Λ, 𝑎)𝑃𝜇𝑈 (Λ, 𝑎) = Λ𝜇𝜈𝑃
𝜈

(4.6)

4.2 Lorentz
利用量子 Poincare 变换中生成元算符的性质:

𝑈−1 (Λ, 𝑎)𝐽𝜇𝜈𝑈 (Λ, 𝑎) = Λ𝜇𝜌Λ
𝜈
𝜎𝐽

𝜌𝜎 + Λ𝜇𝜌𝑎𝜈𝑃𝜌 − Λ𝜈𝜌𝑎𝜇𝑃𝜌 (4.7)

如果 Λ 可以展开成 1 + 𝜔. 那么带入上面的式子, 可以得到生成元算符的对易关系：

[𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎] = 𝑖
(
𝑔𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − (𝜇↔ 𝜈)

)
− (𝜌 ↔ 𝜎)

[𝐽𝜇𝜈 , 𝑃𝜌] = 𝑖
(
𝑔𝜈𝜌𝑃𝜇 − 𝑔𝜇𝜌𝑃𝜈

) (4.8)

是10 维 Poincare 群的 Lie 代数 回顾量子 Poincare 变换的生成元算符的定义过程。如果我们说 𝜔是反对称的，那

么 𝐽 也就是反对称的矩阵, 这样他只有 6 个独立变量。下面我们在讨论 Lorentz 代数的时候只考虑 J.
我们说这六个独立变量张成了一个线性空间，并且由于对易子的性质，我们说这个空间中的矢量是对乘法封闭

的。。这叫做 Lorentz 代数.... 好像这个对易子叫做 Lie 括号, 对于 Lie 括号运算封闭的就是 Lie 代数. 上面的对易

子或者叫做 Lie 括号满足的条件叫做 Lorentz 代数关系。

所以我们接下来做的事情是找到一套满足 Lorentz 代数关系的生成元算符... 希望没有理解错。。。

如果做变量代换会找到 SO(3) 群的代数关系。



4.3 Poincare代数

变量代换是这样做的

𝐽𝑖 =
1
2
𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝐽 𝑗𝑘 𝐾 𝑖 = 𝐽0𝑖

𝜃𝑖 = −1
2
𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝜔 𝑗𝑘 𝜉𝑖 = −𝜔0𝑖

𝐽 = (𝐽23, 𝐽31, 𝐽12) 𝐾 = (𝐽01, 𝐽02, 𝐽03)

𝜃 = (−𝜔23,−𝜔31,−𝜔12) 𝜉 = (−𝜔01,−𝜔02,−𝜔03)

(4.9)

做了变换之后: 注意, 我们这里没有时空平移变换。

𝑈 (1 + 𝜔) = 1 + 𝑖𝜃𝐽 + 𝑖𝜉𝐾 (4.10)

并且生成元算符有对易关系:
[𝐽𝑖 , 𝐽 𝑗 ] = 𝑖𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝐽𝑘

[𝐽𝑘 , 𝐾 𝑗 ] = 𝑖𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝐾𝑘

[𝐾 𝑖 , 𝐾 𝑗 ] = −𝑖𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝐽𝑘
(4.11)

需要注意的是，如果我们现在就只考虑有三个分量的 J. 他的李括号是这样的.

[𝐽𝑖 , 𝐽 𝑗 ] = 𝑖𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝐽𝑘 (4.12)

这恰好是 SO(3) 群的代数关系。SO(3) 群 (三维空间转动群) 代数是 Lorentz 代数的子代数。

4.3 Poincare
考虑量子 Poincare 变换中的生成元算符 (全部 10 个独立的生成元) 的性质:

𝑈−1 (Λ, 𝑎)𝐽𝜇𝜈𝑈 (Λ, 𝑎) = Λ𝜇𝜌Λ
𝜈
𝜎𝐽

𝜌𝜎 + Λ𝜇𝜌𝑎𝜈𝑃𝜌 − Λ𝜈𝜌𝑎𝜇𝑃𝜌

𝑈−1 (Λ, 𝑎)𝑃𝜇𝑈 (Λ, 𝑎) = Λ𝜇𝜈𝑃
𝜈

(4.13)

这样, 得到对易关系。

[𝐽𝜇𝜈 , 𝐽𝜌𝜎] = 𝑖
(
𝑔𝜈𝜌𝐽𝜇𝜎 − (𝜇↔ 𝜈)

)
− (𝜌 ↔ 𝜎)

[𝐽𝜇𝜈 , 𝑃𝜌] = 𝑖
(
𝑔𝜈𝜌𝑃𝜇 − 𝑔𝜇𝜌𝑃𝜈

)
[𝑃𝜇, 𝑃𝜈] = 0

(4.14)

是 10 维 Poincare 群的 Lie 代数。Lorentz 代数是 Poincare 代数的子代数。

如果按照 Lorentz 的变量代换，并且把 P 叫做 (𝐻, ®𝑃). 这样代数关系叫做:

[𝑃𝑖 , 𝐽 𝑗 ] = −𝑖𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝑃𝑘

[𝑃𝑖 , 𝐾 𝑗 ] = 𝑖𝛿𝑖 𝑗𝐻

[𝐻, 𝐾 𝑖] = 𝑖𝑃𝑖

[𝐻, 𝐽𝑖] = [𝐻, 𝑃𝑖] = [𝑃𝑖 , 𝑃 𝑗 ] = 0

(4.15)

4.4
这里学的很不明白, 感觉主要是群论学的不好。

考虑一个粒子态 |Ψ𝜎 (𝑝𝜇)〉, 满足本征值的定义式子:𝑃 |Ψ𝜎 (𝑝)〉 = 𝑝 |Ψ𝜎 (𝑝)〉.
用量子 Lorentz 变换作用到这个态上 𝑃𝑈 (Λ) |Ψ𝜎 (𝑝)〉 = 𝑈 (Λ) 𝑈−1 (Λ)𝑃𝑈 (Λ) |Ψ𝜎 (𝑝)〉. 由量子 Poincare 变化的生成

元的性质. 这个式子是等于 Λ𝜇𝜈 𝑝𝜈𝑈 (Λ) |Ψ𝜎 (𝑝)〉。于是我们发现量子 Lorentz 变换算符作用在态矢上面之后的本
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4.5 量子场的 Lorentz变换,量子场的自旋讨论

征值的变化恰好等于原来动量本征值的 Lorentz 变换。所以我们说.

𝑈 (Λ) |Ψ𝜎 (𝑝)〉 = Σ𝜎′𝐶𝜎′ 𝜎 (Λ, 𝑝) |Ψ𝜎′ (Λ𝑝)〉 (4.16)

然后定义态矢。定义方法是通过固有保时 Lorentz 变换。用一个基矢量 k，做固有保时 Lorentz 变换 𝑉 (𝑝), 满足

𝑝 = 𝑉 (𝑝)𝑘 .
|Ψ𝜎 (𝑝)〉 ≜ 𝑁 (𝑝)𝑈 [𝑉 (𝑝)] |Ψ𝜎 (𝑘)〉 (4.17)

把态矢的量子 Lorentz 变换也用这个基矢量 k 表示:

𝑈 (Λ) |Ψ𝜎 (𝑝)〉 =𝑁 (𝑝) 𝑈 (𝑉 (Λ𝑝))𝑈−1 (𝑉 (Λ𝑝)) 𝑈 (Λ)𝑈 [𝑉 (𝑝)] |Ψ𝜎 (𝑘)〉

=𝑁 (𝑝)𝑈 (𝑉 (Λ𝑝))𝑈 (𝑉−1 (Λ𝑝)Λ𝑉 (𝑝)) |Ψ𝜎 (𝑘)〉

=𝑁 (𝑝)𝑈 (𝑉 (Λ𝑝))𝑈 (𝑊) |Ψ𝜎 (𝑘)〉

(4.18)

其中

𝑊
𝜇
𝜈 = [𝑉−1 (Λ𝑝)Λ𝑉 (𝑝)]𝜇𝜈 (4.19)

我们注意到 W 有一个性质，就是把 k 在 Lorentz 变换后得到的矢量还是 k。
我们说 {W} 构成标准动量 k 对应的小群。

如果我们说

𝑈 (𝑊) |Ψ𝜎 (𝑘)〉 = Σ𝜎′𝐷𝜎′ 𝜎 (𝑊) |Ψ𝜎′ (𝑘)〉 (4.20)

那么这个 D 矩阵有性质:

𝑈 (𝑊1)𝑈 (𝑊2) |Ψ𝜎 (𝑘)〉 = 𝐷 (𝑊1)𝐷 (𝑊2) |Ψ𝜎 (𝑘)〉 = 𝐷 (𝑊1𝑊2) |Ψ𝜎 (𝑘)〉 (4.21)

上面的式子省略掉了求和和指标，反正意思就是说.

𝐷𝜎′ 𝜎 (𝑊1𝑊2) = 𝐷𝜎′ 𝜎′′ (𝑊1)𝐷𝜎′′𝜎 (𝑊2) (4.22)

这个式子叫做同态关系. 我们说 {D(W)} 构成了小群的线性表示

现在回到量子 Lorentz 变换作用在态矢的式子。我们用那个引入的态矢的定义, 和 k 对应的态矢量的变化来写他。

首先我们考虑 p 在进行 Lorentz 变换后的值作为本征值的态矢量:

|Ψ𝜎′ (Λ𝑝)〉 = 𝑁 (Λ𝑝)𝑈 [𝑉 (Λ𝑝)] |Ψ𝜎′ (𝑘)〉 (4.23)

然后带入上面说到的量子 Lorentz 变化的式子中:

𝑈 (Λ) |Ψ𝜎 (𝑝)〉

= 𝑁 (𝑝)𝑈 (𝑉 (Λ𝑝))𝑈 (𝑉−1 (Λ𝑝)Λ𝑉 (𝑝)) |Ψ𝜎 (𝑘)〉

= 𝑁 (𝑝)𝑈 (𝑉 (Λ𝑝))𝐷𝜎′ 𝜎
(
𝑉−1 (Λ𝑝)Λ𝑉 (𝑝)

)
|Ψ𝜎′ (𝑘)〉

=
𝑁 (𝑝)
𝑁 (Λ𝑝)Σ𝜎

′𝐷𝜎′ 𝜎
(
𝑉−1 (Λ𝑝)Λ𝑉 (𝑝)

)
|Ψ𝜎′ (Λ𝑝)〉

(4.24)

于是有了系数公式

𝐶𝜎′𝜎 (Λ, 𝑝) =
𝑁 (𝑝)
𝑁 (Λ𝑝)𝐷𝜎

′𝜎 (𝑉−1 (Λ𝑝)Λ𝑉 (𝑝)) (4.25)

4.5 Lorentz ,
Lorentz 经典来看，Lorentz 变换 (Lorentz 不变性体现在作用量不变)

𝑆 =
´
𝑑4𝑥L (𝜙(𝑥), 𝜕𝜇𝜙(𝑥))

𝑆′ =
´
𝑑4𝑥′L (𝜙′ (𝑥′), 𝜕𝜇𝜙′ ◦ (𝑥′))

(4.26)
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4.5 量子场的 Lorentz变换,量子场的自旋讨论

量子力学的角度，做用量是算符，Lorentz 变换是一种幺正变换:

𝑈−1 (Λ)𝑆𝑈 (Λ) =
ˆ
𝑑4𝑥L

(
𝑈−1 (Λ)𝜙(𝑥)𝑈 (Λ),𝑈−1 (Λ)𝜕𝜇𝜙 ◦ (𝑥)𝑈 (Λ)

)
(4.27)

合适的量子 Lorentz 变换应该和经典相吻合:

𝑈−1 (Λ)𝜙(𝑥)𝑈 (Λ) = 𝜙′ ◦ (𝑥) (4.28)

𝑈−1 (Λ)𝜕𝜇𝜙 ◦ (𝑥)𝑈 (Λ) = 𝜕𝜇𝜙′ ◦ (𝑥) (4.29)

我们要求量子标量场有 Lorentz 变换不变性。

𝜙′ (𝑥′) = 𝜙(𝑥) ⇒ 𝜙′ (𝑥) = 𝜙(Λ−1𝑥) (4.30)

如果把标量场理解为算符, 在 Lorentz 变换下, 算符的变换是:

𝜙(𝑥) → 𝑈 (Λ)−1𝜙(𝑥)𝑈 (Λ) = 𝜙′ (𝑥) = 𝜙(Λ−1𝑥) (4.31)

同样的, 如果把场对时空的偏导数也认为是 Hilbert 空间里的算符. 他们同样会被量子 Lorentz 变换。

𝜕𝜇𝜙(𝑥) → 𝑈−1 (Λ)𝜕𝜇𝜙(𝑥)𝑈 (Λ) (4.32)

这个变换后:

𝑈−1 (Λ)𝜕𝜇𝜙(𝑥)𝑈 (Λ) = 𝜕𝜇𝜙′ (𝑥) = 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜙(Λ 𝜇

𝜈 𝑥
𝜈) = 𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝜙(Λ𝛽𝛼𝑥𝛽) = Λ𝜇𝜈 (𝜕𝜈𝜙)(Λ𝛽𝜈𝑥𝛽) (4.33)

标量场的 Lagrangian 中含有的项就是 𝜙 和 𝜕𝜙. 标量场的拉格朗日量做量子 Lorentz 变换的规则就是前面的两个

式子。

Heisenberg Field operator evolution 在 Heisenberg picture 下，场算符的演化可以写为:{
exp

(
−1
𝑖ℏ 𝐻 (𝑡 − 𝑡0)

)
𝜙(®𝑥, 𝑡0) exp

(
1
𝑖ℏ𝐻 (𝑡 − 𝑡0)

)
= 𝜙(®𝑥, 𝑡) (4.34)

按照前面说的理论，Poincare 量子变换的微元形式是：
𝑈 (Λ, 𝑎) = 1 − 𝑖

2𝑤𝜇𝜈𝐽
𝜇𝜈 − 𝑖𝑃𝜇𝑎𝜇

𝑈−1 (Λ, 𝑎) = 𝑈 (Λ−1,−Λ−1𝑎)
(4.35)

按照前面一段的结论: {
𝑈 (Λ)−1𝜙(𝑥)𝑈 (Λ) = 𝜙′ (𝑥′) = 𝜙(Λ𝑥) (4.36)

把它变成 Poincare 变换: {
𝑈 (Λ, 𝜖)−1𝜙(𝑥)𝑈 (Λ, 𝜖) = 𝜙′ (𝑥) = 𝜙(Λ𝑥 + 𝜖) (4.37)

当然，没有 Lorentz 变换，只有时空平移变换的情况下：(
1 + 𝑖𝑃𝜇𝜖𝜇

)
𝜙(𝑥)

(
1 − 𝑖𝑃𝜇𝜖𝜇

)
= 𝜙(𝑥 + 𝜖) (4.38)

经过反复量子平移操作 (可以理解为一种 Heisenberg evolution 的推广, 为了方便，把 hbar 又加了进去)：

exp
(
−1
𝑖ℏ
𝑃 · (𝑥2 − 𝑥1)

)
𝜙(𝑥1) exp

(
1
𝑖ℏ
𝑃 · (𝑥2 − 𝑥1)

)
= 𝜙(𝑥2) (4.39)

: 利用前面定义的产生元和生成元算符 (注意我们这里吧变换后的场写成了 x)P85 余

钊焕

𝑈 (Λ)−1𝜙(𝑥)𝑈 (Λ) = (1 + 𝑖
2
𝜔𝛾𝛿𝐽

𝛾𝛿)𝜙(𝑥)(1 − 𝑖
2
𝜔𝛾𝛿𝐽

𝛾𝛿)

= 𝜙(𝑥) − 𝑖
2
𝜔𝜇𝜈 [𝜙(𝑥), 𝐽𝜇𝜈]

(4.40)

同时，我们注意到:
𝜙(Λ−1𝑥) = 𝜙(𝑥) − 𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝐿

𝜇𝜈𝜙(𝑥) (4.41)
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4.5 量子场的 Lorentz变换,量子场的自旋讨论

其中的 L 只是一个算符罢了，上面的式子其实也就是一个 tylor 展开罢了。L 具体是这样的

𝐿𝜇𝜈 = 𝑖(𝑥𝜇𝜕𝜈 − 𝑥𝜈𝜕𝜇) (4.42)

于是由于要求量子矢量场在 lorentz 变化下不变，那么就要求有这个性质.

𝐿𝜇𝜈𝜙(𝑥) = [𝜙(𝑥), 𝐽𝜇𝜈] (4.43)

有个东西叫做对偶矢量, 我先不知道他是什么意思，反正。是这样定义的的

𝐿𝑖 = 𝑖
1
2
𝜖 𝑖 𝑗𝑘𝐿 𝑗𝑘 (4.44)

发现这个恰好是角动量算符。(一般用 ijk 就是只有 123 循环)

𝐿 = −𝑖𝑥 × ∇ (4.45)

然后就有
®𝐿 𝜙 = [𝜙(𝑥), ®𝐽] (4.46)

这个式子叫做总角动量算符 J 生成了轨道角动量算符 L。

综上, 标量场是没有自旋的。

和标量场不一样, 我们要求矢量场在 Lorentz 变化下满足:

𝑈−1 (Λ)𝐴𝜇 (𝑥)𝑈 (Λ) = 𝐴′𝜇 (𝑥) = Λ𝜇𝜈𝐴
𝜈 (Λ−1𝑥) (4.47)

如果这样要求, 拉格朗日量密度在 Lorentz 变化下就是不变的。(那拉格朗日量不就变了... 算了没搞懂)。和标量场

是一个套路，我们把左边展开成生成元算符，右边吧 Λ 展开，也把 A 泰勒展开。对了,x’ 应该写成 x, x 应该写成

Λ−1𝑥。我们定义一个新的矩阵叫做 J 𝜇𝜈 .

(J 𝜇𝜈)𝛼𝛽 = 𝑖(𝑔𝜇𝛼𝛿𝜈𝛽 − 𝑔𝜈𝛼𝛿
𝜇
𝛽) (4.48)

他的意义在于展开 Lorentz 变化... 就离谱.... 它是 Lorentz 群本身表示的生成元算符。

Λ𝛼𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 −
𝑖

2
𝜔𝜇𝜈 (J 𝜇𝜈)𝛼𝛽 (4.49)

于是，接着我们展开左右两边, 一边带入生成元算符, 一边泰勒展开。然后就有了

[𝐴𝜇, 𝐽𝜌𝜎] = 𝐿𝜌𝜎𝐴𝜇 (𝑥) + (J 𝜌𝜎)𝜇𝜈𝐴𝜈 (𝑥) (4.50)

同样的，J 的对耦三维矢量是

J 𝑖 = 𝑖𝜖 𝑖 𝑗𝑘J 𝑗𝑘 (4.51)

于是用对耦三维矢量来表示上面的式子

[𝐴𝜇, ®𝐽] = ®𝐿𝐴𝜇 (𝑥) + ( ®J)𝜇𝜈𝐴𝜈 (𝑥) (4.52)

而且这个 J 是满足 SU(2) 的生成元算符的代数关系的。而且也满足 Lorentz 代数关系。所以说他是 SU(2) 的某

个线性表示的生成元算符

并且, 比较神奇的是 (J 2)𝜇𝜈 = 2𝛿𝜇𝜈 所以说他的本征值是 2。然后有人说 SU(2) 群的线性表示生成元的本征值一定

是 S(S+1)... 我也不知道是为啥，也许不是这样，也许是我根本就记错了。。。所以说他的自旋就是 1。量子矢量场

的自旋是 1！！.....
也说 J 是 lorentz 群矢量表示的生成元。

Lorentz Lorentz 变换群有表示

𝐿 𝐵𝐴 (Λ) = 𝛿 𝐵𝐴 −
𝑖

2
𝛿𝜔𝜇𝜈 (𝑆𝜇𝜈) 𝐵𝐴 . (4.53)

在经典场中，考虑变化

𝐿 𝐵𝐴 (Λ)𝜑𝐵 (𝑥) = 𝜑′𝐴(𝑥′) = 𝜑′𝐴(Λ𝑥). (4.54)
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4.5 量子场的 Lorentz变换,量子场的自旋讨论

在这个场的变化以及坐标变化下，可以证明场的作用量是不变的。对于量子场，量子场的变化写为 (这里都没有

考虑平移变换)
𝑈−1 (Λ)𝜑𝐴(𝑥′)𝑈 (Λ) = 𝜑′𝐴(𝑥′),

𝑈−1 (Λ)𝜑𝐴(𝑥′)𝑈 (Λ) = 𝐿 𝐵𝐴 (Λ)𝜑𝐵 (𝑥),

𝑈−1 (Λ)𝜑𝐴(𝑥)𝑈 (Λ) = 𝐿 𝐵𝐴 (Λ)𝜑𝐵 (Λ−1𝑥).

(4.55)

考虑到没有平移时的 Lorentz 变换对应的变换算符; 以及 Lorentz 群表示的生成算符; 以及 taylor 一阶展开
𝑈 (Λ) = I − 𝑖

2𝜔𝜇𝜈𝐽
𝜇𝜈 ,

𝐿 𝐵𝐴 (Λ) = 𝛿 𝐵𝐴 −
𝑖
2𝛿𝜔𝜇𝜈 (𝑆𝜇𝜈) 𝐵𝐴 ,

𝜑(Λ−1𝑥) = 𝜑(𝑥) − 𝑖
2𝜔𝜇𝜈𝐿

𝜇𝜈𝜑(𝑥).

(4.56)

带入到对算符的量子 Lorentz 变化的条件中得到(
I + 𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝐽

𝜇𝜈

)
𝜑𝐴(𝑥)

(
I − 𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝐽

𝜇𝜈

)
=

(
𝛿 𝐵𝐴 −

𝑖

2
𝛿𝜔𝜇𝜈 (𝑆𝜇𝜈) 𝐵𝐴

) (
𝜑𝐵 (𝑥) −

𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝐿

𝜇𝜈𝜑𝐵 (𝑥)
)
,

𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝐽

𝜇𝜈𝜑𝐴(𝑥) − 𝜑𝐴(𝑥)
𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝐽

𝜇𝜈 = − 𝑖
2
𝜔𝜇𝜈𝐿

𝜇𝜈𝜑𝐴(𝑥) −
𝑖

2
𝛿𝜔𝜇𝜈 (𝑆𝜇𝜈) 𝐵𝐴 𝜑𝐵 (𝑥),

[𝜑𝐴(𝑥), 𝐽𝜇𝜈] =𝐿𝜇𝜈𝜑𝐴(𝑥) + (𝑆𝜇𝜈) 𝐵𝐴 𝜑𝐵 (𝑥).

(4.57)

这个式子说明 Lorentz 群表示的生成元算符 𝑆 和角动量有关系。
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Feynman Kernel Schrodinger Picture 下，算符不包含时间，考虑坐标算符的本征态 𝑞 |𝑞〉 = 𝑞 |𝑞〉，在 Heisenberg
Pic 下，Heisenberg Pic 下的坐标算符是 𝑞𝐻 (𝑡) = 𝑒𝑖

𝐻 (𝑡−𝑡0 )
ℏ 𝑞𝑒−𝑖

𝐻 (𝑡−𝑡0 )
ℏ ，Heisenberg Pic 下的坐标算符本征态写为

|𝑞, 𝑡〉 ≡ 𝑒
𝑖 (𝑡−𝑡0 )

ℏ 𝐻 |𝑞〉 ⇒ 𝑞𝐻 (𝑡) |𝑞, 𝑡〉 = 𝑒𝑖
𝐻 (𝑡−𝑡0 )

ℏ 𝑞𝑒−𝑖
𝐻 (𝑡−𝑡0 )

ℏ 𝑒
𝑖 (𝑡−𝑡0 )

ℏ 𝐻 |𝑞〉 = 𝑞 |𝑞, 𝑡〉. (5.1)

路径积分的起点是 Heisenberg 坐标算符 𝑞(𝑡) 本征态的内积:〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 这个内积有一个名字叫做 Feynman
kernel. Feynman kernel 的一个重要的性质在于他相当于一个薛定谔方程的解。

𝜓(𝑞′, 𝑡′) = 〈𝑞′, 𝑡′ |Ψ〉𝐻 =
ˆ
𝑑𝑞〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉〈𝑞, 𝑡 |Ψ〉𝐻 =

ˆ
𝑑𝑞〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉𝜓(𝑞, 𝑡) (5.2)

上面的式子中的波函数的内积表达式用到了这个性质:
Schrodinger picture: |𝛼, 𝑡〉 = 𝑈 (𝑡, 𝑡0) |𝛼, 𝑡0〉 𝑄 |𝑞〉 = 𝑞 |𝑞〉 𝜓(𝑞, 𝑡) = 〈𝑞 |𝛼, 𝑡〉

Heisenberg picture: |𝛼〉 = |𝛼, 𝑡0〉 𝑄(𝑡) = 𝑈† (𝑡, 𝑡0)𝑄𝑈 (𝑡, 𝑡0) 𝑄(𝑡)𝑈† (𝑡, 𝑡0) |𝑞〉 = 𝑞𝑈† (𝑡, 𝑡0) |𝑞〉 ⇒ |𝑞, 𝑡〉 = 𝑈† (𝑡, 𝑡0) |𝑞〉

In all: 〈𝑞, 𝑡 |𝛼〉 = 〈𝑞 |𝛼, 𝑡〉 = 𝜓(𝑞, 𝑡)
(5.3)

Path Integral 实际上 Feynman kernel 可以写为泛函积分的表达形式：

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 =
ˆ
D𝑞D𝑝 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ 𝑡 ′

𝑡
𝑑𝜏(𝑝 ¤𝑞 − 𝐻 (𝑝, 𝑞))]

ˆ
Π𝑁−1
𝑛=1 𝑑𝑞𝑛 →

ˆ
D𝑞

ˆ
Π𝑁−1
𝑛=0 𝑑𝑝𝑛

1
2𝜋ℏ
→
ˆ
D𝑝

(5.4)

Feynman kernel 泛函积分表达式的推导, 以及 𝑞𝑛 和 𝑝𝑛 的定义:
在 t’ 和时间 t 之间插入 N-1 个点, 实际上相当于把时间分成了 N 小份。然后利用 Heisenberg 绘景下的坐

标本征态的归一化关系。

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 =
ˆ
𝑑𝑞𝑁−1...𝑑𝑞1〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞𝑁−1, 𝑡𝑁−1〉〈𝑞𝑁−1, 𝑡𝑁−1 |𝑞𝑁−2, 𝑡𝑁−2〉〈𝑞𝑁−2, 𝑡𝑁−2 |...𝑞1, 𝑡1〉〈𝑞1, 𝑡1 |𝑞, 𝑡〉 (5.5)

考虑:(严格来说，其中的 𝐻 是 schrodinger 绘景中的算符)

〈𝑞𝑛+1, 𝑡𝑛+1 |𝑞𝑛, 𝑡𝑛〉 = 〈𝑞𝑛+1 |𝑒𝑖𝐻̂ (𝑡𝑛−𝑡𝑛+1 )/ℏ |𝑞𝑛〉 (5.6)

然后需要用到泰勒展开，将指数展开到一阶项:

〈𝑞𝑛+1, 𝑡𝑛+1 |𝑞𝑛, 𝑡𝑛〉 = 〈𝑞𝑛+1 |1 + 𝑖𝐻̂ (𝑡𝑛 − 𝑡𝑛+1)/ℏ|𝑞𝑛〉 (5.7)

插入 Schrodinger 绘景中的动量本征态算符, 如果 𝐻̂ 中的 𝑝 和 𝑞 都是独立的 (如果是独立的, 那么就可以把 𝑝

和 𝑞 分开来写, 如果不是独立的, 就要涉及到 weyl’s operator ordering, 这个后面再说)

〈𝑞𝑛+1, 𝑡𝑛+1 |𝑞𝑛, 𝑡𝑛〉 = 〈𝑞𝑛+1 |1 −
𝑖(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)

ℏ
𝐻̂ |𝑞𝑛〉

=
ˆ
𝑑𝑝𝑛
2𝜋ℏ
〈𝑞𝑛+1 |𝑝𝑛〉〈𝑝𝑛 |1 −

𝑖(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)
ℏ

𝐻̂ |𝑞𝑛〉

=
ˆ
𝑑𝑝𝑛
2𝜋ℏ
〈𝑞𝑛+1 |𝑝𝑛〉〈𝑝𝑛 |𝑞𝑛〉(1 −

𝑖(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)
ℏ

𝐻 (𝑝𝑛, 𝑞𝑛))

=
ˆ
𝑑𝑝𝑛
2𝜋ℏ

𝑒𝑖
𝑝𝑛
ℏ (𝑞𝑛+1−𝑞𝑛 ) (1 − 𝑖(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)

ℏ
𝐻 (𝑝𝑛, 𝑞𝑛))

(5.8)



5.1 Feynman’s Path Integral

按照上面的展开方法，Feynman Kernel 于是可以写成:

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 =
ˆ
𝑑𝑞𝑁−1...𝑑𝑞1

ˆ
𝑑𝑝𝑁−1...𝑑𝑝0 (

1
2𝜋ℏ
)𝑁−1 Π𝑛=𝑁−1

𝑛=0 𝑒𝑖
𝑝𝑛
ℏ (𝑞𝑛+1−𝑞𝑛 ) (1 − 𝑖(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)

ℏ
𝐻 (𝑝𝑛, 𝑞𝑛))

=
ˆ
𝑑𝑞𝑁−1...𝑑𝑞1

ˆ
𝑑𝑝𝑁 ...𝑑𝑝0 (

1
2𝜋ℏ
)𝑁−1 𝑒𝑖Σ

𝑛=𝑁−1
𝑛=0

𝑝𝑛
ℏ (𝑞𝑛+1−𝑞𝑛 )Π𝑛=𝑁−1

𝑛=0 (1 − 𝑖(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)
ℏ

𝐻 (𝑝𝑛, 𝑞𝑛))
(5.9)

有一个数学上的式子可以把连乘转换为 e 指数上面的求和算符,

𝑙𝑖𝑚𝑁→+∞Π
𝑛=𝑁−1
𝑛=0 (1 + 𝑥𝑛/𝑁) = exp(𝑙𝑖𝑚𝑁→+∞Σ𝑛=𝑁𝑛=0 𝑥𝑛/𝑁) (5.10)

这样,Feynman kernel 就可以写为路径积分的形式:

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 =
ˆ
𝑑𝑞𝑁−1...𝑑𝑞1

ˆ
𝑑𝑝𝑁−1...𝑑𝑝0 (

1
2𝜋ℏ
)𝑁−1 𝑒

𝑖
ℏ
´ 𝑡′
𝑡 𝑑𝜏 (𝑝 (𝜏 ) ¤𝑞 (𝜏 )−𝐻 (𝑝 (𝜏 ) ,𝑞 (𝜏 ) ) ) (5.11)

用泛函积分的语言表达就是:

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 =
ˆ
D𝑞D𝑝 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ 𝑡 ′

𝑡
𝑑𝜏(𝑝 ¤𝑞 − 𝐻 (𝑝, 𝑞))]

ˆ
Π𝑁−1
𝑛=1 𝑑𝑞𝑛 →

ˆ
D𝑞

ˆ
Π𝑁−1
𝑛=0 𝑑𝑝𝑛

1
2𝜋ℏ
→
ˆ
D𝑝

(5.12)

5.1 Feynman’s Path Integral
Feynman’s Path Integral 指动能项是动量的平方项时, 路径积分可以简化，并且可以看到和 Action 作用量之间

的联系。

观察上面的5.8 ，我们在这里把他写为：

〈𝑞𝑛+1, 𝑡𝑛+1 |𝑞𝑛, 𝑡𝑛〉 =
ˆ
𝑑𝑝𝑛
2𝜋ℏ

𝑒𝑖
𝑝𝑛
ℏ (𝑞𝑛+1−𝑞𝑛 )𝑒−

𝑖 (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 )
ℏ 𝐻 (𝑝𝑛 ,𝑞𝑛 ) (5.13)

我们考虑哈密顿量中的动量是二次型的形式:

𝐻 (𝑝, 𝑞) = 𝑝2

2𝑚
+𝑉 (𝑞) (5.14)

于是可以改写 Feynman kernel 的计算:

〈𝑞𝑛+1, 𝑡𝑛+1 |𝑞𝑛, 𝑡𝑛〉 =
ˆ
𝑑𝑝𝑛
2𝜋ℏ

𝑒
− 𝑖

2𝑚ℏ (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 ) (𝑝2
𝑛−2 𝑚(𝑞𝑛+1−𝑞𝑛 ) 𝑝𝑛

𝑡𝑛+1−𝑡𝑛
)
𝑒−

𝑖 (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 )
ℏ 𝑉 (𝑞𝑛 )

=
ˆ
𝑑𝑝𝑛
2𝜋ℏ

𝑒
− 𝑖

2𝑚ℏ (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 ) (𝑝𝑛−
𝑚(𝑞𝑛+1−𝑞𝑛 )

𝑡𝑛+1−𝑡𝑛
)2+ 𝑖

2𝑚ℏ (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 )𝑚2 ( 𝑞𝑛+1−𝑞𝑛𝑡𝑛+1−𝑡𝑛
)2
𝑒−

𝑖 (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 )
ℏ 𝑉 (𝑞𝑛 )

=
1

2𝜋ℏ

√
𝜋 2𝑚ℏ

𝑖(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)
𝑒

𝑖
ℏ (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 ) (

¤𝑞2
2𝑚 −𝑉 (𝑞) )

(5.15)

于是 Feynman kernel 就写为了 Feynman Path Integral 的形式：

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 = ( 2𝑖𝜋ℏ𝜖
𝑚
)−(𝑁−1)/2

ˆ
𝑑𝑞𝑁−1...𝑑𝑞1 𝑒

𝑖
ℏ
´ 𝑡′
𝑡 𝑑𝜏 ( ¤𝑞

2
2𝑚 −𝑉 (𝑞) )

= N
ˆ
D𝑞𝑒 𝑖

ℏ𝑊 (𝑞, ¤𝑞)
(5.16)

其中 W 就可以理解为作用量。
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5.2 多个粒子的 Feynman Kernel和多个粒子的 Feynman Kernel的 Feynman路径积分表达式

5.2 Feynman Kernel Feynman Kernel Feynman

首先考虑多个粒子的 Feynman Kernel, 和单粒子一样，我们给中间插入了 N 个时间间隔。...emmm 这个排版

好乱....

〈𝑞′1, 𝑞′2...𝑞′𝐷 , 𝑡′ |𝑞1, 𝑞2...𝑞𝐷 , 𝑡〉 =ˆ
𝑑𝑞1(1) ...𝑑𝑞𝐷 (1)𝑑𝑞1(2) ...𝑑𝑞𝐷 (2) ......𝑑𝑞1(𝑁−1) ...𝑑𝑞𝐷 (𝑁−1)

〈𝑞′1, 𝑞′2...𝑞′𝐷 , 𝑡′ |𝑞1(𝑁−1) ...𝑞𝐷 (𝑁−1) , 𝑡𝑁−1〉〈𝑞1(𝑁−1) ...𝑞𝐷 (𝑁−1) , 𝑡𝑁−1 |...〈𝑞1(1) ...𝑞𝐷 (1) , 𝑡1 |𝑞1, 𝑞2...𝑞𝐷 , 𝑡〉

(5.17)

和单粒子的 Feynman kernel 一样，我们关注, 其中时间相邻的两项之间的 Heisenberg 坐标本征态之间的内积:

〈𝑞1(𝑛+1) ...𝑡𝑛+1 |𝑞1(𝑛) ...𝑡𝑛〉 = 〈𝑞1(𝑛+1) ...|𝑒−𝑖𝐻̂ (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 )/ℏ |𝑞1(𝑛) ...〉

=
ˆ
𝑑𝑝1(𝑛)𝑑𝑝2(𝑛) ...(

1
2𝜋ℏ
)𝐷 〈𝑞1(𝑛+1) ...|𝑝1(𝑛) ...〉〈𝑝1(𝑛) ...|𝑒−𝑖𝐻̂ (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 )/ℏ |𝑞1(𝑛) ...〉

=
ˆ
𝑑𝑝1(𝑛)𝑑𝑝2(𝑛) ...(

1
2𝜋ℏ
)𝐷 〈𝑞1(𝑛+1) ...|𝑝1(𝑛) ...〉〈𝑝1(𝑛) ...|𝑞1(𝑛) ...〉𝑒−𝑖𝐻 (𝑝(𝑛) ,𝑞(𝑛) ) (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 )/ℏ

=
ˆ
𝑑𝑝1(𝑛) ...(

1
2𝜋ℏ
)𝐷𝑒 𝑖

ℏ [Σ𝛼=𝐷
𝛼=1 𝑝𝛼(𝑛) (𝑞𝛼(𝑛+1)−𝑞𝛼(𝑛) )−𝐻 (𝑝𝑛 ,𝑞𝑛 ) (𝑡𝑛+1−𝑡𝑛 ) ]

(5.18)
这样，Feynman Kernel 可以写成泛函积分的形式:

〈𝑞′1...𝑡′ |𝑞1...𝑡〉 =
ˆ
D𝑞D𝑝𝑒 𝑖

ℏ
´
𝑑𝜏 (Σ𝐷

𝛼=1 𝑝𝛼 ¤𝑞𝛼−𝐻 (𝑝 (𝜏 ) ,𝑞 (𝜏 ) ) )

D𝑞 = 𝑑𝑞1(1) ...𝑑𝑞𝐷 (1) .....𝑑𝑞1(𝑁−1) ...𝑑𝑞𝐷 (𝑁−1)

D𝑝 = ( 1
2𝜋ℏ
)𝐷 𝑁 𝑑𝑝1(0) ...𝑑𝑝𝐷 (0) ......𝑑𝑝1(𝑁−1) ...𝑑𝑝𝐷 (𝑁−1)

(5.19)

当哈密顿量中的动量是二次型时, 可以把 Path Integral 写为坐标的路径积分形式。得到多粒子 Feynman Kernel 的
Feynman 路径积分表达式.
结论是:(𝜖 是” 路径” 中插入时间片段的长度)
如果系统的拉格朗日量可以写为：

𝐿 (𝑞, ¤𝑞) = 1
2
¤𝑞𝑇𝑀 (𝑞) ¤𝑞 + 𝑏(𝑞)𝑇 ¤𝑞 −𝑉 (𝑞) (5.20)

那么按照 legendre 变换，可以用速度和位置定义一个动量：

𝑝𝛼 =
𝜕𝐿

𝜕 ¤𝑞𝛼
= 𝑀𝛼𝛽 ¤𝑞𝛽 + 𝑏𝛼 (5.21)

继而可以用动量和坐标表示速度，然后得到一个 Hamilton 量，或者说 Hamilton 算符。

总之，计算后的 Feynman kernel 是下面的形式。Grenier 书里讲的比较详细。

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 = lim
𝑁→+∞

(𝑖2𝜋𝜖ℏ)− 𝑁𝐷
2

ˆ
Π𝛼=𝐷
𝛼=1 Π𝑛=𝑁−1

𝑛=1 𝑑𝑞𝛼𝑛 exp( 𝑖
ℏ

ˆ 𝑡 ′

𝑡
( 1
2
¤𝑞𝑇𝑀 ¤𝑞 + 𝑏𝑇 ¤𝑞 −𝑉 (𝑞) − 𝑖ℏ

2
𝛿(0)𝑇𝑟𝑀 (𝑞))) (5.22)

计算上面的式子时候用到了变量代换，和多维高斯积分 Gauss Integration 的技巧。先不详细写过程了。

这里后面算一下，我不是很清楚 𝛿0 是怎么出来的, 不过这个问题好像不是很紧急

5.3 Time ordered Product N-Point Function
n-Point Function 是这样定义的:

〈0|𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)𝑞(𝑡3)...] |0〉 = lim
𝑡 ′→∞,𝑡→−∞

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)𝑞(𝑡3)...] |𝑞, 𝑡〉
〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉

= lim
𝑡 ′→∞,𝑡→−∞

´
D𝑞 𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)𝑞(𝑡3)... exp[ 𝑖ℏ

´ +
− 𝐿 (𝑞, ¤𝑞)𝑑𝑡]´

D𝑞 exp[ 𝑖ℏ
´ +
− 𝐿 (𝑞, ¤𝑞)𝑑𝑡]

(5.23)
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5.4 Vacuum Persistence Amplitude W[J]或者叫做 vacuum-vacuum amplitude

下面是关于这个式子的推导

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)𝑞(𝑡3)...] |𝑞, 𝑡〉

=
∑
𝑛,𝑛′
〈𝑞′, 𝑡′ |𝑛′〉〈𝑛′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)] |𝑛〉〈𝑛|𝑞, 𝑡〉

=
∑
𝑛,𝑛′
〈𝑞′ |𝑒−𝑖𝐻̂𝑡 ′/ℏ |𝑛′〉〈𝑛′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)] |𝑛〉〈𝑛|𝑒𝑖𝐻̂𝑡/ℏ |𝑞〉

=
∑
𝑛,𝑛′

𝑒−𝑖𝐸𝑛′ 𝑡
′/ℏ𝑒𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ〈𝑞′ |𝑛′〉〈𝑛′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)] |𝑛〉〈𝑛|𝑞〉

=
∑
𝑛,𝑛′

𝑒−𝑖 (𝐸𝑛′ 𝑡
′−𝐸𝑛𝑡 )/ℏ〈𝑞′ |𝑛′〉〈𝑛|𝑞〉〈𝑛′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)] |𝑛〉.

(5.24)

t, t’

= lim
𝑡→+∞

lim
𝑡 ′→−∞

∑
𝑛,𝑛′

𝑒−𝑖 (𝐸𝑛′ 𝑡
′−𝐸𝑛𝑡 )/ℏ〈𝑞′ |𝑛′〉〈𝑛|𝑞〉〈𝑛′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)] |𝑛〉 (5.25)

,

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)𝑞(𝑡3)...] |𝑞, 𝑡〉 = lim
𝑡→+∞𝑒−𝑖 𝛿

lim
𝑡 ′→−∞𝑒−𝑖 𝛿

∑
𝑛,𝑛′

𝑒−𝑖 (𝐸𝑛′ 𝑡
′−𝐸𝑛𝑡 )/ℏ〈𝑞′ |𝑛′〉〈𝑛|𝑞〉〈𝑛′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)] |𝑛〉, (5.26)

= lim
𝑡→+∞𝑒−𝑖 𝛿

lim
𝑡 ′→−∞𝑒−𝑖 𝛿

𝑒−𝑖 (𝐸0𝑡
′−𝐸0𝑡 )/ℏ〈𝑞′ |0〉〈0|𝑞〉〈0|𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)] |0〉, (5.27)

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉 =
∑
𝑛,𝑛′
〈𝑞′, 𝑡′ |𝑛′〉〈𝑛′ |𝑛〉〈𝑛|𝑞, 𝑡〉 (5.28)

=
∑
𝑛,𝑛′
〈𝑞′ |𝑒−𝑖𝐻̂𝑡 ′/ℏ |𝑛′〉〈𝑛′ |𝑛〉〈𝑛|𝑒𝑖𝐻̂𝑡/ℏ |𝑞〉 (5.29)

=
∑
𝑛,𝑛′

𝑒−𝑖𝐸𝑛′ 𝑡
′/ℏ𝑒𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ〈𝑞′ |𝑛′〉〈𝑛′ |𝑛〉〈𝑛|𝑞〉 (5.30)

= lim
𝑡→+∞𝑒−𝑖 𝛿

lim
𝑡 ′→−∞𝑒−𝑖 𝛿

∑
𝑛,𝑛′

𝑒−𝑖 (𝐸𝑛′ 𝑡
′−𝐸𝑛𝑡 )/ℏ〈𝑞′ |𝑛′〉〈𝑛|𝑞〉〈𝑛′ |𝑛〉, (5.31)

= lim
𝑡→+∞𝑒−𝑖 𝛿

lim
𝑡 ′→−∞𝑒−𝑖 𝛿

𝑒−𝑖 (𝐸0𝑡
′−𝐸0𝑡 )/ℏ〈𝑞′ |0〉〈0|𝑞〉〈0|0〉 = lim

𝑡→+∞𝑒−𝑖 𝛿
lim

𝑡 ′→−∞𝑒−𝑖 𝛿
𝑒−𝑖 (𝐸0𝑡

′−𝐸0𝑡 )/ℏ〈𝑞′ |0〉〈0|𝑞〉.

(5.32)

〈𝑞′, 𝑡′ |𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)𝑞(𝑡3)...] |𝑞, 𝑡〉 = 〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉〈0|𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)...] |0〉 (5.33)

□
上面的推导中，暗含了 Hamiltonian 不含时间，于是能量本征态是定态。同时，我们采取的操作是让时间中

含有一个负的虚部，他同理于 𝐻 → 𝐻 (1 − 𝑖𝜖)(是 Srednicki 中的做法)。这个技巧叫做 epsilon trick.

5.4 Vacuum Persistence Amplitude W[J] vacuum-vacuum
amplitude

W[J] 是这样定义的：

𝑊 [𝐽] ≜ 〈0|0〉𝐽 = lim
𝑡 ′→−𝑖𝜏′ ,𝑡→−𝑖𝜏

|𝜏→+∞𝜏′→−∞
〈𝑞′𝑡′ |𝑞, 𝑡〉𝐽
〈𝑞′, 𝑡′ |𝑞, 𝑡〉

= N ′
ˆ
D𝑞 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ +
−
𝑑𝑡 (𝐿 (𝑞, ¤𝑞) + 𝐽 (𝑡)𝑞)]

(5.34)
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5.4 Vacuum Persistence Amplitude W[J]或者叫做 vacuum-vacuum amplitude

同样的，计算过程给省略了。。。N ′ 需要满足的条件是𝑊 [0] = 1
可以用 vacuum-vacuum amplitude 来计算 N-point Function:

〈0|𝑇 [𝑞(𝑡1)𝑞(𝑡2)𝑞(𝑡3)...] |0〉 = (
ℏ
𝑖
)𝑛 𝛿𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑡1)...𝛿𝐽 (𝑡𝑛)

(5.35)

这里是在 Grenier P356
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6.1 vacuum-vacuum transition functional Green functions(ie.
n-point Function)

𝑊 [𝐽] = N ′
ˆ
D𝜙 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ +
−
𝑑4𝑥(𝐿 (𝜙, ¤𝜙) + 𝐽 (𝑡, 𝑥)𝜙)] (6.1)

〈0|𝑇 [𝜙(𝑥1)𝜙(𝑥2)𝜙(𝑥3)...] |0〉 = (
ℏ
𝑖
)𝑛 𝛿𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)

(6.2)

需要知道的是上面的坐标是四维的。

6.2 Wick Rotation Euclidian Field Theory, Propagator
Wick Rotation 有正逆。𝑥 → 𝑥𝐸 和 𝑝𝐸 → 𝑝 用的是正向的，另外两个是逆向的。有一些性质比如:𝑥2

𝐸 = −𝑥2,
𝑝2
𝐸 = −𝑝2, 𝑝𝐸 · 𝑥𝐸 = 𝐸𝑡 + ®𝑝 · ®𝑥

p375 12.3 The Feynman Propagator
第一个是把时间坐标变到虚数。首先定义一个变量 𝑥4

𝑥4 = 𝑖𝑥0 = 𝑖𝑡 (6.3)

在取了这个变换后, 如果一个式子里面有对时空的积分，然后我们想把对空间部分的积分化为 𝑥4 的积分，这样时

空体积元就变成了 −𝑖𝑑4𝑥𝐸。这里的 𝑥𝐸 就是 Euclidian欧几里得空间中的向量，写成分量的形式就是 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
但是注意，这个时候的 𝑥4 的积分范围实际上本来应该是从 −𝑖∞到 +𝑖∞。但是 Wick Rotation 这个操作告诉我们,
𝑥4 的积分范围是 −∞ → +∞。虽然很没有道理，但是就是这样的。

第二个是在能动量空间中把能量做了一个变量替换

𝑝4 = −𝑖𝑝0 = −𝑖𝐸 (6.4)

对于动量的 WickRotation。生成一个 Euclidian momentum. 𝑝𝐸 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4). 如果一个式子中如果有对于能动

量空间的积分，那么能动量体积元应该有一个变化从 𝑑4𝑝 变成 𝑖𝑑4𝑝𝐸。而且在变换后，𝑝4 的积分范围应该是从

+𝑖∞到 −∞. 但是 Wick Rotation 告诉我们，𝑝4 的积分范围是 −∞ → +∞

6.1: WickRotation

有了这个知识，我们可以写出来 Euclidian vacuum functional. 实际上就是 vacuum-vacuum transition functional
做了一个 wick rotation 的结果。

𝑊 [𝐽] = N ′
ˆ
D𝜙 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ +
−
𝑑4𝑥(𝐿 (𝜙, ¤𝜙) + 𝐽 (𝑡, 𝑥)𝜙)] (6.5)



6.2 利用Wick Rotation得到 Euclidian Field Theory, Propagator



𝑥4
𝐸 = 𝑖𝑥0 → 𝑥0 = −𝑖𝑥4

𝐸

𝑑4𝑥𝐸 = 𝑖𝑑4𝑥 → 𝑑4𝑥 = −𝑖𝑑4𝑥𝐸

𝑊𝑖𝑐𝑘𝑅𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 : 𝑥𝐸 的积分区间从 (−𝑖∞, +∞)变为 (−∞, +∞)

其他函数的变换写为:𝜙(𝑥𝐸) = 𝜙(®𝑥,−𝑖𝑥4
𝐸)

(6.6)

𝑊𝐸 [𝐽] = N𝐸
ˆ
D𝜙 exp[+1

ℏ

ˆ +
−
𝑑4𝑥𝐸 (𝐿 (𝜙, 𝑖

𝜕𝜙

𝜕𝑥4
) + 𝐽𝜙)] (6.7)

如果考虑把拉格朗日量的具体形式带入: {
L = 1

2ℏ
2 𝜕𝜙
𝜕𝑥𝜇

𝜕𝜙
𝜕𝑥𝜇 −

1
2𝑚

2𝑐2𝜙2 (6.8)

𝑊𝐸 [𝐽] = N𝐸
ˆ
D𝜙 exp[−1

ℏ

ˆ +
−
𝑑4𝑥𝐸 (

1
2
(ℏ2𝜕𝐸𝜇𝜙𝜕𝐸𝜇𝜙 + 𝑚2𝜙2) +𝑉 (𝜙) − 𝐽𝜙)] (6.9)

接下说场的相互作用可以忽略的情况，就是说 𝑉 (𝜙) = 0, 在这个情况下一般式子上面会带一个 0.
比如说我们考虑 Euclidian Vacuum Functional

𝑊𝐸
0 [𝐽] = N𝐸

ˆ
D𝜙 exp[−

ˆ +
−
𝑑4𝑥𝐸 (

1
2

1
ℏ
(ℏ2𝜕𝐸𝜇𝜙𝜕𝐸𝜇𝜙 + 𝑚2𝜙2) − 1

ℏ
𝐽𝜙)] (6.10)

现在我们知道D维高斯积分Gauss integration. (上面的形式很像，实际上他是无穷维的Gauss Integration.)ˆ
𝑑𝐷𝑣 exp[−1

2
𝑣𝑇 𝐴𝑣 + 𝜌𝑇𝑣] = (2𝜋)𝐷/2 exp[−1

2
𝑇𝑟 ln 𝐴] exp[ 1

2
𝜌𝑇 𝐴−1𝜌] (6.11)

无穷维的线性代数是这样的

𝐴(𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸) =
1
ℏ
(ℏ2𝜕′𝐸𝜇𝜕𝐸𝜇 + 𝑚2)𝛿 (4) (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸) (6.12)

稍微说一下这个 𝐴(𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸). 他里面的微分算符是作用在 delta 函数上面的。
´
(𝜕𝑥𝛿(𝑥))𝜙(𝑥)𝑑𝑥 =

Δ[𝛿(𝑥)𝜙(𝑥)] |+− −
´
𝜙′ (𝑥)𝛿(𝑥)𝑑𝑥 . 这样，他就满足性质:ˆ
𝑑4𝑥′𝐸 𝑑

4𝑥𝐸𝜙(𝑥′𝐸)𝐴(𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸)𝜙(𝑥𝐸) =
ˆ
𝑑4𝑥𝐸

1
2

1
ℏ
(ℏ2𝜕𝐸𝜇𝜙𝜕𝐸𝜇𝜙 + 𝑚2𝜙2) (6.13)

并且，观察发现。

𝜌 =
𝐽 (𝑥𝐸)
ℏ

(6.14)

这样，如果忽略掉常数部分 (毕竟他们总会被归一化掉), Euclidian Vacuum Functional 就可以写成:

𝑊𝐸
0 [𝐽] = exp[

ˆ
𝑑4𝑥′𝐸𝑑

4𝑥𝐸
1
2
𝐽 (𝑥′𝐸)
ℏ

𝐴−1 (𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸)
𝐽 (𝑥𝐸)
ℏ
] (6.15)

现在说一个数学上的技巧。考虑一个无穷维的矩阵 A. 定义一个多项式

𝑓 (𝐴) = Σ𝑛𝐶𝑛𝐴
𝑛 (6.16)

把这个式子写开就涉及到所说的无穷维矩阵之间的乘法了。

𝑓 (𝐴) = 𝐶0 + 𝐶1𝐴(𝑥′, 𝑥) +
ˆ
𝑑𝑥1𝐶2𝐴(𝑥′, 𝑥1)𝐴(𝑥1, 𝑥)... (6.17)

然后如果说 A(x’,x) 只和 x’-x 有关系，那么他的傅立叶展开表达式是这个样子

𝐴(𝑥′, 𝑥) =
ˆ
𝑑𝑘

2𝜋
exp[𝑖𝑘 (𝑥′ − 𝑥)] 𝐴̃(𝑘) (6.18)
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6.2 利用Wick Rotation得到 Euclidian Field Theory, Propagator

这样的话我们发现ˆ
𝑑𝑥1𝐴(𝑥′, 𝑥1)𝐴(𝑥1, 𝑥) =

ˆ
𝑑𝑥1

𝑑𝑘

2𝜋
𝑑𝑘 ′

2𝜋
exp[𝑖𝑘 (𝑥′ − 𝑥1)] exp[𝑖𝑘 ′ (𝑥1 − 𝑥)] 𝐴̃(𝑘) 𝐴̃(𝑘 ′)

=
ˆ
𝑑𝑘

2𝜋
exp[𝑖𝑘 (𝑥′ − 𝑥)] ( 𝐴̃(𝑘))2

(6.19)

这件事情告诉我们

𝑓 (𝐴) =
ˆ
𝑑𝑘

2𝜋
exp[𝑖𝑘 (𝑥′ − 𝑥)] 𝑓 ( 𝐴̃(𝑘)) (6.20)

通过直接计算，也能得到 𝐴−1 =
´
𝑑𝑘
2𝜋 𝑒𝑥𝑝 [𝑖𝑘 (𝑥′ − 𝑥)] 𝐴̃(𝑘)−1

现在回到拉格朗日量中无穷维矩阵 A 的表达式:

𝐴(𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸) =
1
ℏ
(ℏ2𝜕′𝐸𝜇𝜕𝐸𝜇 + 𝑚2)

ˆ
𝑑4𝑝𝐸
(2𝜋ℏ)4

exp[𝑖𝑝𝐸 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸)/ℏ]

=
ˆ

𝑑4𝑝𝐸
(2𝜋ℏ)4

1
ℏ
(𝑝2
𝐸 + 𝑚2) exp[𝑖𝑝𝐸 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸)/ℏ]

(6.21)

上面的式子其实可以看出 A 在做完傅立叶变换后的结果。简单地对傅立叶变换后的结果取一个倒数。

𝐴−1 (𝑝𝐸) =
ℏ

𝑝2
𝐸 + 𝑚2

(6.22)

𝐴−1 (𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸) =
ˆ
𝑑4𝑝𝐸

1
(2𝜋ℏ)4

ℏ
𝑝2
𝐸 + 𝑚2

exp[𝑖𝑝𝐸 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸)/ℏ] (6.23)

于是:ˆ
𝑑4𝑥′𝐸𝑑

4𝑥𝐸
1
2
𝐽 (𝑥′𝐸)
ℏ

𝐴−1 (𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸)
𝐽 (𝑥𝐸)
ℏ

=
ˆ
𝑑4𝑥′𝐸𝑑

4𝑥𝐸
1
2
𝐽 (𝑥′𝐸)
ℏ

ˆ
𝑑4𝑝𝐸

1
(2𝜋ℏ)4

ℏ
𝑝2
𝐸 + 𝑚2

exp[𝑖𝑝𝐸 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸)/ℏ]
𝐽 (𝑥𝐸)
ℏ

(6.24)

可以定义 Euclidean Feynman Propagator 为:

Δ𝐸𝐹 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸) =
1
ℏ
𝐴−1 (𝑥′𝐸 , 𝑥𝐸)

=
ˆ

𝑑4𝑝𝐸
(2𝜋ℏ)4

1
𝑝2
𝐸 + 𝑚2

exp[𝑖𝑝𝐸 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸)/ℏ]
(6.25)

上式 =
ˆ
𝑑4𝑥′𝐸𝑑

4𝑥𝐸
1
2ℏ
𝐽 (𝑥′𝐸) Δ𝐸𝐹 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸) 𝐽 (𝑥𝐸) (6.26)

认为现在的积分是WickRotation后的结果，想要还原成WickRotation前的结果。产生 Feynman Propagator:(下
面式子的等式左边为什么有一个 i 呢，可以把它理解为定义。就是我定义他是 𝑖Δ𝐹)

𝑝4
𝐸 = −𝑖𝑝0 → 𝑑4𝑝𝐸 = −𝑖𝑑4𝑝 𝑝2

𝐸 = −𝑝2

𝑥4
𝐸 = 𝑖𝑥0 → 𝑑4𝑥𝐸 = 𝑖𝑑4𝑥

𝑝𝐸𝑥𝐸 = −𝑝 · 𝑥

积分范围还原为 Rotation 前: 𝑝4
𝐸 : (−∞, +∞) → (+𝑖∞,−𝑖∞) ⇒ 𝑝0 : (−∞, +∞)

积分范围还原为 Rotation 前: 𝑥4
𝐸 : (−∞, +∞) → (−𝑖∞, +𝑖∞) ⇒ 𝑥0 : (−∞, +∞)

(6.27)

上式 = −
ˆ
𝑑4𝑥′𝑑4𝑥

1
2
𝐽 (𝑥′)
ℏ

ˆ
𝑖𝑑4𝑝

1
(2𝜋ℏ)4

ℏ
−𝑝2 + 𝑚2 exp[−𝑖𝑝(𝑥′ − 𝑥)/ℏ] 𝐽 (𝑥)

ℏ (6.28)
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6.3 直接做动量变换的方法得到真空生成函数 (不用上一部分说的 wick转动)

可以定义 
𝑖Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥) = −𝑖

´ 𝑑4 𝑝
(2𝜋ℏ)4

1
−𝑝2+𝑚2 exp[−𝑖𝑝(𝑥′ − 𝑥)/ℏ]

= 𝑖
´ 𝑑4 𝑝
(2𝜋ℏ)4

1
𝑝2−𝑚2 exp[−𝑖𝑝(𝑥′ − 𝑥)/ℏ]

(6.29)

上式 = −
ˆ
𝑑4𝑥′𝑑4𝑥

𝑖

2ℏ
𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)𝐽 (𝑥) (6.30)

这样，Vacuum Functional 就有 Euclidian 和 Minkovski 两种写法

𝑊𝐸
0 [𝐽] = exp[

ˆ
𝑑4𝑥′𝐸𝑑

4𝑥𝐸
1
2ℏ
𝐽 (𝑥′𝐸)Δ𝐸𝐹 (𝑥′𝐸 − 𝑥𝐸)𝐽 (𝑥𝐸)]

𝑊0 [𝐽] = exp[−
ˆ
𝑑4𝑥′𝑑4𝑥

𝑖

2ℏ
𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)𝐽 (𝑥)]

(6.31)

6.3 ( wick )
这一子节用的是 Srednicki 的记号。需要计算的函数是：

𝑍0 [𝐽] =
ˆ
D𝜑 exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 (L0 + 𝐽𝜑)

]
(6.32)

Lagrangian:
L0 =

1
2
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −

1
2
𝑚2𝜑2 (6.33)

关键在于计算积分:

𝑆0 =
ˆ
𝑑4𝑥

(
1
2
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −

1
2
𝑚2𝜑2 + 𝐽𝜑

)
(6.34)

Lorentz 变化: 

𝜑(𝑘) =
´
𝑑4𝑥𝑒𝑖𝑘𝑥𝜑(𝑥)

𝜑(𝑥) =
´

𝑑4𝑘
(2𝜋 )4 𝑒

−𝑖𝑘𝑥𝜑(𝑘)

𝜕𝜇𝜑(𝑥) =
´

𝑑4𝑘
(2𝜋 )4 (−𝑖𝑘

𝜇)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝜑(𝑘)

𝜕𝜇𝜑(𝑥) =
´

𝑑4𝑘
(2𝜋 )4 (−𝑖𝑘

𝜇)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝜑(𝑘)

(6.35)

𝑆0 =
ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑘𝑑4𝑘 ′

(
1
2

1
(2𝜋)8

(−𝑘𝜇𝑘 ′𝜇)𝑒−𝑖 (𝑘+𝑘
′ )𝑥𝜑(𝑘)𝜑(𝑘 ′) − 1

2
𝑚2 1
(2𝜋)8

𝜑(𝑘)𝜑(𝑘 ′)𝑒−𝑖 (𝑘+𝑘′ )𝑥 + 1
(2𝜋)8

𝐽 (𝑘)𝜑(𝑘 ′)𝑒−𝑖 (𝑘+𝑘′ )𝑥
)

=
ˆ
𝑑4𝑘𝑑4𝑘 ′

(
1
2

1
(2𝜋)4

(−𝑘𝜇𝑘 ′𝜇)𝛿 (4) (𝑘 + 𝑘 ′)𝜑(𝑘)𝜑(𝑘 ′) −
1
2
𝑚2 1
(2𝜋)4

𝜑(𝑘)𝜑(𝑘 ′)𝛿 (4) (𝑘 + 𝑘 ′) + 1
(2𝜋)4

𝐽 (𝑘)𝜑(𝑘 ′)𝛿 (4) (𝑘 + 𝑘 ′)
)

=
1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
(
−𝜑(𝑘)(−𝑘2 + 𝑚2)𝜑(−𝑘) + 𝐽 (𝑘)𝜑(−𝑘) + 𝐽 (−𝑘)𝜑(𝑘)

)
(6.36)

积分变化: {
𝜒(𝑘) = 𝜑(𝑘) + 𝐽 (𝑘 )

𝑘2−𝑚2 (6.37)
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6.3 直接做动量变换的方法得到真空生成函数 (不用上一部分说的 wick转动)

𝑆0 =

1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4

(
−

(
𝜒(𝑘) − 𝐽 (𝑘)

𝑘2 − 𝑚2

)
(−𝑘2 + 𝑚2)

(
𝜒(−𝑘) − 𝐽 (−𝑘)

𝑘2 − 𝑚2

)
+ 𝐽 (𝑘)

(
𝜒(−𝑘) − 𝐽 (−𝑘)

𝑘2 − 𝑚2

)
+ 𝐽 (−𝑘)𝜑(𝑘)

(
𝜒(𝑘) − 𝐽 (𝑘)

𝑘2 − 𝑚2

))
=

1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
(
(𝑘2 − 𝑚2)𝜒(𝑘)𝜒(−𝑘) + 𝐽 (𝑘)𝐽 (−𝑘) 1

𝑘2 − 𝑚2 − 𝜒(𝑘)𝐽 (−𝑘) − 𝐽 (𝑘)𝜒(−𝑘)

+ 𝐽 (𝑘)𝜒(−𝑘) + 𝐽 (−𝑘)𝜒(𝑘) − 𝐽 (𝑘)𝐽 (−𝑘)
𝑘2 − 𝑚2 − 𝐽 (−𝑘)𝐽 (𝑘)

𝑘2 − 𝑚2

)
=

1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4

(
− 𝐽 (𝑘)𝐽 (−𝑘)

𝑘2 − 𝑚2 + (𝑘2 − 𝑚2)𝜒(𝑘)𝜒(−𝑘)
)

(6.38)
于是:

𝑍0 [𝐽] ∝
ˆ
D𝜒 exp

[
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4

(
− 𝐽 (𝑘)𝐽 (−𝑘)

𝑘2 − 𝑚2 + (𝑘2 − 𝑚2)𝜒(𝑘)𝜒(−𝑘)
) ]

(6.39)

归一化条件认为: {
𝑍0 [0] = 1 (6.40)

于是得到结果

𝑍0 [𝐽] = exp
[
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4

(
− 𝐽 (𝑘)𝐽 (−𝑘)

𝑘2 − 𝑚2

) ]
(6.41)

定义 (Feynman Propagator)，𝐻 → 𝐻 (1 − 𝑖𝜖)导致了 𝑚2 → 𝑚2 − 𝑖𝜖 (这是在联系多点关联函数和 Feynman Kernel 时
用到的性质。) {

Δ(𝑥 − 𝑥′) =
´

𝑑4𝑘
(2𝜋 )4

𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥
′ )

−𝑘2+𝑚2−𝑖 𝜖
(6.42)

直接计算:
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥)Δ(𝑥 − 𝑥′)𝐽 (𝑥′) = 𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑑4𝑘𝑑4𝑘 ′𝑑4𝑘 ′′

1
(2𝜋)12 𝐽 (𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑥Δ(𝑘 ′)𝑒−𝑖𝑘′ (𝑥−𝑥′ ) 𝐽 (𝑘 ′′)𝑒−𝑖𝑘′′𝑥′

=
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑘𝑑4𝑘 ′𝑑4𝑘 ′′

1
(2𝜋)4

𝐽 (𝑘)Δ(𝑘 ′)𝐽 (𝑘 ′′)𝛿 (4) (𝑘 + 𝑘 ′)𝛿 (4) (𝑘 ′′ − 𝑘 ′)

=
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑘

1
(2𝜋)4

𝐽 (𝑘)Δ(𝑘)𝐽 (−𝑘)

(6.43)

于是:

𝑍0 [𝐽] = exp
[
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥)Δ(𝑥 − 𝑥′)𝐽 (𝑥′)

]
(6.44)

Δ(𝑥 − 𝑥′) =
ˆ

𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ )

−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
(6.45)

Bessel 考虑传播子的形式:ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ )

−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
=
ˆ
𝑑𝑘0
ˆ

𝑑3𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘

0 (𝑥0−𝑥′0 )

−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
𝑒𝑖
®𝑘 ( ®𝑥− ®𝑥′ )

= 𝜃 (𝑥0 − 𝑥′0)
ˆ
𝑑𝑘0
ˆ

𝑑3𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘

0 (𝑥0−𝑥′0 )

−
(
𝑘0 −

√
𝑚2 + 𝒌2 + 𝑖𝜖 ′

) (
𝑘0 +

√
𝑚2 + 𝒌2 − 𝑖𝜖 ′

) 𝑒𝑖 ®𝑘 ( ®𝑥− ®𝑥′ )
+ 𝜃 (𝑥′0 − 𝑥0)

ˆ
𝑑𝑘0
ˆ

𝑑3𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘

0 (𝑥0−𝑥′0 )

−
(
𝑘0 −

√
𝑚2 + 𝒌2 + 𝑖𝜖 ′

) (
𝑘0 +

√
𝑚2 + 𝒌2 − 𝑖𝜖 ′

) 𝑒𝑖 ®𝑘 ( ®𝑥− ®𝑥′ )
(6.46)
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6.4 有相互作用场的 Generating Function和 Vacuum Functional

𝑥0 − 𝑥′0 < 0

x

y

𝑥0 − 𝑥′0 > 0

x

y

按照上面的积分路径，将积分范围扩展为了一个闭合围道。用留数定理，得到：ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ )

−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
= 𝜃 (𝑥0 − 𝑥′0)

ˆ
𝑑3𝑘

(2𝜋)4
(−𝑖2𝜋) 𝑒

−𝑖𝜔 (𝑥0−𝑥′0 )

−2𝜔
𝑒𝑖
®𝑘 ( ®𝑥− ®𝑥′ )

+ 𝜃 (𝑥′0 − 𝑥0)
ˆ

𝑑3𝑘

(2𝜋)4
(+𝑖2𝜋) 𝑒

+𝑖𝜔 (𝑥0−𝑥′0 )

2𝜔
𝑒𝑖
®𝑘 ( ®𝑥− ®𝑥′ )

= 𝜃 (𝑥0 − 𝑥′0)
ˆ
𝑖 𝑑 𝑘̃𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝜃 (𝑥′0 − 𝑥0)

ˆ
𝑖 𝑑 𝑘̃𝑒+𝑖𝑘𝑥

(6.47)

其中 {
𝑑𝑘̃ = 𝑑3𝑘

(2𝜋 )3 (2𝜔) , 𝑘 = (𝜔, ®𝑘) = (
√
®𝑘2 + 𝑚2, ®𝑘) (6.48)

总的来说:
Δ(𝑥 − 𝑥′) = 𝜃 (𝑥0 − 𝑥′0)

ˆ
𝑖 𝑑 𝑘̃𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ ) + 𝜃 (𝑥′0 − 𝑥0)
ˆ
𝑖 𝑑 𝑘̃𝑒+𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ ) (6.49)

6.4 Generating Function Vacuum Functional
首先定义有相互作用场的 Vacuum Functional.

我们首先写出他的拉格朗日量：

L = L0 + L𝑖𝑛𝑡 =
ℏ2

2
𝜕𝜇𝜙𝜕

𝜇𝜙 − 1
2
𝑚2𝜙2 − 𝑔𝑉 (𝜙) (6.50)

𝑊 [𝐽] = N
ˆ
D𝜙 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ
𝑑4𝑥(L0 + L𝑖𝑛𝑡 + 𝐽𝜙)]

= N
ˆ
D𝜙 exp[−

ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 (𝜙)] exp[ 𝑖

ℏ

ˆ
𝑑4𝑥(L0 + 𝐽𝜙)]

= N exp[−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 ( ℏ𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )]
ˆ
D𝜙 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ
𝑑4𝑥(L0 + 𝐽𝜙)]

= N exp[−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 ( ℏ𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )]𝑊0 [𝐽]

(6.51)

归一化系数是为了当 J 为 0 的时候可以把 Vacuum Functional 变成 1。

N−1 = exp[−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 ( ℏ𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )]
ˆ
D𝜙 exp[ 𝑖

ℏ

ˆ
𝑑4𝑥(L0 + 𝐽𝜙)] |𝐽=0

= exp[−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 ( ℏ𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )]𝑊0 [𝐽] |𝐽=0

(6.52)

接下来定义 n-Point Green Function

𝐺 (𝑛) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4...) = (
ℏ
𝑖
)𝑛 𝛿𝑛𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)

(6.53)

6.5 Feynman
反正就是把 W[J] 展开了，然后用图像表示积分，同样的，也把 n-point Function G 展开并且用图像表示了。。。

还是找个例子演示一下这个方法画 Feynman 图吧.... 标量场的 Feynman 图当然。

需要知道，这样生成的 Green Function 是没有真空图像的，这一点是因为𝑊 [𝐽] |𝐽=0 = 1。由于他的归一化条件, 使
得他不能有真空图, 不然就成无穷大了。(这一点在 Schwinger-Dyson Function 的方法中也能看出来)
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6.5 Feynman图

(Grenier P384 12.5 Generating function for interacting fields)

问题的核心在于有相互作用场的 Vacuum Functional, 其中𝑊0 [𝐽] 是真空, 没有相互作用场的 Vacuum Functional.

𝑊 [𝐽] = N exp[−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 ( ℏ𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )]𝑊0 [𝐽] (6.54)

注意上面这个式子的 R.H.S 的后面两项, 可以对他们进行小量展开

exp[−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 ( ℏ𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )]𝑊0 [𝐽] = 𝑊0 [𝐽] (1 + 𝑔𝑢1 [𝐽] + 𝑔2𝑢2 [𝐽] ...) (6.55)

实际上, 直接展开就可以得到相应的展开泛函。

𝑢1 [𝐽] = 𝑊0 [𝐽]−1 (−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑉 ( ℏ𝛿
𝑖𝛿𝐽 (𝑥) ))𝑊0 [𝐽] (6.56)

𝑢2 [𝐽] =
1
2
𝑊0 [𝐽]−1 (−

ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑉 ( ℏ𝛿
𝑖𝛿𝐽 (𝑥) ))

2𝑊0 [𝐽] (6.57)

这样, 我们就可以进一步展开有 Interaction Field 的 Vacuum Functional.

𝑊 [𝐽] = 𝑊0 [𝐽] (1 + 𝑔𝑤1 [𝐽] + 𝑔2𝑤2 [𝐽] ...) =
𝑊0 [𝐽] (1 + 𝑔𝑢1 [𝐽] + 𝑔2𝑢2 [𝐽] ...)
𝑊0 [0] (1 + 𝑔𝑢1 [0] + 𝑔2𝑢2 [0] ...)

(6.58)

当然,𝑊0 [0] = 1
对应的, 可以写出 Vacuum Functional 的小量形式:

𝑊 [𝐽] = 𝑊0 [𝐽] (1 + 𝑔𝑢1 [𝐽] + 𝑔2𝑢2 [𝐽] ...)
(
1 − (𝑔𝑢1 [0] + 𝑔2𝑢2 [0] ...) + (𝑔𝑢1 [0] + 𝑔2𝑢2 [0] ...)2...

)
(6.59)

把上面的式子展开到二阶:

𝑊 [𝐽] = 𝑊0 [𝐽]
(
1 + 𝑔 (𝑢1 [𝐽] − 𝑢1 [0]) + 𝑔2 ( (𝑢1 [0] − 𝑢1 [𝐽])𝑢1 [0] + 𝑢2 [𝐽] − 𝑢2 [0])

)
(6.60)

写的再明确一点就是

𝑤1 [𝐽] = 𝑢1 [𝐽] − 𝑢1 [0] (6.61)

𝑤2 [𝐽] = (𝑢1 [0] − 𝑢1 [𝐽])𝑢1 [0] + 𝑢2 [𝐽] − 𝑢2 [0] (6.62)

通过前面无穷维高斯积分的性质, 把 non Interaction Vacuum Functional 写成了这个形式

𝑊0 [𝐽] = exp[−
ˆ
𝑑4𝑥′𝑑4𝑥

𝑖

2ℏ
𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)𝐽 (𝑥)] (6.63)

并且 vacuum propagator 可以写成这个形式

N exp[−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔𝑉 ( ℏ𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )]𝑊0 [𝐽] (6.64)

然后我们计算上面式子 Vacuum Propagator 的把 e 指数展开到一阶后对 non-interacting Vacuum Propagator 的作用

效果是这样的。

Grenier p393 12.6 Green Function in Momentum Space

(ℏ
𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
4𝑒𝑥𝑝 [−

ˆ
𝑑4𝑥′𝑑4𝑥

𝑖

2ℏ
𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)𝐽 (𝑥)]

=

(
3(ℏ
𝑖
)2Δ𝐹 (0)Δ𝐹 (0) − 6

ℏ
𝑖

(ˆ
𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)

)2
Δ𝐹 (0) +

(ˆ
𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)

)4
)
𝑒𝑥𝑝 [...]

(6.65)

然后我们考虑这个。

−
ˆ
𝑑4𝑥

𝑖

ℏ
𝑔

1
4!
(ℏ
𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
4𝑊0 [𝐽] (6.66)

实际上，这个东西最后是这样的：ˆ
𝑑4𝑥 𝑔

1
4!

(
− 3

ℏ
𝑖
Δ𝐹 (0)Δ𝐹 (0) + 6

( ˆ
𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)

)2
Δ𝐹 (0) −

𝑖

ℏ

( ˆ
𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)

)4
)
𝑊0 [𝐽] (6.67)
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6.6 动量空间的 Feynman图

实际上, 已经发现了,𝑢1 [𝐽] 就是上面的式子除以𝑊0 [𝐽]. 刚好把最后一项给除掉了。

按照前面的说法, 于是可以定义 𝑤1 [𝐽] = 𝑢1 [𝐽] − 𝑢0 [𝐽]，这样刚好可以减去 Feynman Propagator 在 0 的取值。

𝑤1 [𝐽] =
ˆ
𝑑4𝑥 𝑔

1
4!

(
6
( ˆ

𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)
)2
Δ𝐹 (0) −

𝑖

ℏ

( ˆ
𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)

)4
)

(6.68)

这个式子一般这么写 (一般会提出来一个因子)。

−
ˆ
𝑑4𝑥 𝑔

𝑖

ℏ
1
4!

(
6𝑖ℏ

( ˆ
𝑑4𝑥1𝐽 (𝑥1)Δ𝐹 (𝑥1 − 𝑥)

)
(
ˆ
𝑑4𝑥2𝐽 (𝑥2)Δ𝐹 (𝑥2 − 𝑥)

)
Δ𝐹 (0)+( ˆ

𝑑4𝑥1𝐽 (𝑥1)Δ𝐹 (𝑥1 − 𝑥)
)
(
ˆ
𝑑4𝑥2𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥2 − 𝑥)

)
(
ˆ
𝑑4𝑥3𝐽 (𝑥3)Δ𝐹 (𝑥3 − 𝑥)

)
(
ˆ
𝑑4𝑥4𝐽 (𝑥4)Δ𝐹 (𝑥4 − 𝑥)

) ) (6.69)

当然, 如果想要用它来表示W[J]的话就是这样的:(
1 −
ˆ
𝑑4𝑥 𝑔

𝑖

ℏ
1
4!

(
6𝑖ℏ

( ˆ
𝑑4𝑥1𝐽 (𝑥1)Δ𝐹 (𝑥1 − 𝑥)

)
(
ˆ
𝑑4𝑥2𝐽 (𝑥2)Δ𝐹 (𝑥2 − 𝑥)

)
Δ𝐹 (0)+( ˆ

𝑑4𝑥1𝐽 (𝑥1)Δ𝐹 (𝑥1 − 𝑥)
)
(
ˆ
𝑑4𝑥2𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥2 − 𝑥)

)
(
ˆ
𝑑4𝑥3𝐽 (𝑥3)Δ𝐹 (𝑥3 − 𝑥)

)
(
ˆ
𝑑4𝑥4𝐽 (𝑥4)Δ𝐹 (𝑥4 − 𝑥)

)
...

)
𝑒𝑥𝑝 [−

ˆ
𝑑4𝑥′𝑑4𝑥

𝑖

2ℏ
𝐽 (𝑥′)Δ𝐹 (𝑥′ − 𝑥)𝐽 (𝑥)]

(6.70)

如果用图来表示他是这样的。

6.2: phi4 理论

然后我们可以总结一下标量场的 Feynman 规则是这样的。

6.3: 标量场的 Feynman Rules

然后根据泛函求导可以算出 n-Point Function:
我们从这一步开始就看着 Feynman 图计算了。计算方法是考虑到:

(ℏ
𝑖
) 𝛿

𝛿𝐽 (𝑥1)
( 𝑖
ℏ

ˆ
𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥′)...) =

ˆ
𝑑4𝑥′𝛿(𝑥′ − 𝑥1)... = ...|𝑥1 (6.71)

按照这个规则，我们分别画出 2-point Function，4-point Function 的在 J=0 时也不为零的项:

这个图片的位置好丑啊。。

36



6.6 动量空间的 Feynman图

6.4: 2-Point Function

6.5: 4-Point Function

6.6 Feynman
动量空间的 Green 函数 (Green function in momentum space) 的定义是 (这个来自于 GrenierP391,12.6Green

Function in momentum space)

𝐺 (𝑛) (𝑝1, 𝑝2...𝑝𝑛) (2𝜋ℏ)4𝛿4 (𝑝1 + ...𝑝𝑛) =
ˆ
𝑑4𝑥1...𝑑

4𝑥𝑛𝑒
𝑖 (𝑝1𝑥1...𝑝𝑛𝑥𝑛 )𝐺 (𝑛) (𝑥1...𝑥𝑛) (6.72)

在 𝜙4 理论中的 2-point Function。把这个 2-point Function 展开到一阶，他都是 connected。具体来讲。用图像表示

他就是6.4。用公式表示他就是:

𝐺 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑖ℏΔ𝐹 (𝑥1 − 𝑥2) +
1
2
𝑔

ˆ
1
𝑖ℏ
𝑑4𝑥(𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑥1 − 𝑥) (𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑥 − 𝑥2)(𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑥 − 𝑥) (6.73)

然后按照求动量空间的 Green Function 的方法，先观察 0 阶项。我们要求的积分是：ˆ
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝑒
𝑖 (𝑝1𝑥1+𝑝2𝑥2 )/ℏ (𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑥1 − 𝑥2) (6.74)

我们的方法是变量代换。具体来说:𝑥 = 𝑥1 − 𝑥2 𝑋 = 1
2 (𝑥1 + 𝑥2)与 𝑝 = 1

2 (𝑝1 − 𝑝2) 𝑃 = 𝑝1 + 𝑝2。

先考虑积分的变换。因为从 𝑥1 𝑥2 变成了 𝑥 𝑋。会涉及到一个 Jacobi 行列式：

𝑑𝑒𝑡
𝜕 (𝑥1, 𝑥2)
𝜕 (𝑥, 𝑋) (6.75)

有变量代换的规定，可以得到:
𝑥1 = 𝑋 + 1

2
𝑥 𝑥2 = 𝑋 − 1

2
𝑥 (6.76)

得到的 Jacobi 矩阵会是一个 8 × 8 的矩阵。(不是很确定, jacobi 矩阵的行指标 i 应该对应的分子的第 i 个元素。)[
1
2 𝐼4×4 1𝐼4×4

− 1
2 𝐼4×4 1𝐼4×4

]
(6.77)

然后他的行列式是 1 对吧。然后回到积分 6.74。并且能够注意到 𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2 = 𝑃𝑋 + 𝑝𝑥。所以这个积分变成了:ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑋𝑒𝑖 (𝑝𝑥+𝑃𝑋)/ℏ𝑖ℏΔ𝐹 (𝑥) (6.78)

对 X 的积分会得到一个
´
𝑑4𝑋𝑒𝑖𝑃𝑋/ℏ = (2𝜋ℏ)4𝛿(𝑃) = (2𝜋ℏ)4𝛿(𝑝1 + 𝑝2)剩下的部分会得到:ˆ

𝑑4𝑥𝑒𝑖 𝑝𝑥 (𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑥) =
𝑖ℏ

𝑝2 − 𝑚2 (6.79)

于是这个积分是：ˆ
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝑒
𝑖 (𝑝1𝑥1+𝑝2𝑥2 )/ℏ (𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑥1 − 𝑥2) =

ˆ
𝑑4𝑋𝑒𝑖𝑃𝑋/ℏ

ˆ
𝑑4𝑥𝑒𝑖 𝑝𝑥 (𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑥) =

𝑖ℏ
𝑝2 − 𝑚2 (2𝜋ℏ)

4𝛿(𝑃)

= 𝑖ℏΔ𝐹 (
𝑝1 − 𝑝2

2
)(2𝜋ℏ)4𝛿4 (𝑝1 + 𝑝2)

(6.80)

于是这一部分对于 Momentum Green Function 的贡献就是

𝑖ℏΔ𝐹 (
𝑝1 − 𝑝2

2
) (6.81)
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6.7 irreducible Diagram和 Effective Action

然后考虑含有 g 的一阶项。具体来讲, 这个积分是:ˆ
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝑑
4𝑥

1
2
𝑔(𝑖ℏ)2𝑒𝑖

(
𝑝1 (𝑥1−𝑥 )+𝑝2 (𝑥2−𝑥 )+(𝑝1+𝑝2 )𝑥

)
/ℏΔ𝐹 (𝑥1 − 𝑥)Δ𝐹 (𝑥2 − 𝑥)Δ𝐹 (0) (6.82)

上面对于 𝑥1 和 𝑥2 的积分可以得到动量空间的 Feynman 传播子 (就是费恩曼传播子的傅立叶变换)。对于 x 的积

分会生成一个要求动量守恒的东西。

具体来说上面的积分在计算完之后得到的结果会是:
1
2
𝑔(𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑝1)(𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑝2)

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋ℏ)4
1
𝑖ℏ

𝑖ℏ
𝑘2 − 𝑚2 (2𝜋ℏ)

4𝛿4 (𝑝1 + 𝑝2) (6.83)

所以说 Momentum 空间的 Green Function 对于两点会是:

𝑖ℏΔ𝐹 (
𝑝1 − 𝑝2

2
) + 1

2
𝑔(𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑝1) (𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑝2)

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋ℏ)4
1
𝑖ℏ
(𝑖ℏ)Δ𝐹 (𝑘) (6.84)

所以说动量空间的 Feynman 规则是

对于每一个顶点要有 1
𝑖ℏ

对于每一个顶点要求动量守恒。而且会加入一个因子 g。
对于内线要有积分 𝑑4𝑘

(2𝜋ℏ)4

对于一条动量线, 代表的值是 𝑖ℏΔ𝐹 (𝑝)
但是对于两个点直接连的这种情况其实挺奇怪的。因为他会出来一个 Δ𝐹 ( 𝑝1−𝑝2

2 )。他是没有相互作用时候的动量

空间的 Green Function。对于有四个点的动量空间的 Green Function, 没有相互作用时候，我们知道他是两个点两

两相连的。比如说 1-2，3-4 链接。那么积分就会是这样ˆ
𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝑒
𝑖 (𝑝1𝑥1+𝑝2𝑥2 )/ℏ (𝑖ℏ)Δ(𝑥1 − 𝑥2)

ˆ
𝑑4𝑥3𝑑

4𝑥4𝑒
𝑖 (𝑝3𝑥3+𝑝4𝑥4 )/ℏ (𝑖ℏ) (𝑥3 − 𝑥4) (6.85)

这个积分会导致:
(𝑖ℏ)2Δ𝐹 (

𝑝1 − 𝑝2

2
)Δ𝐹 (

𝑝3 − 𝑝4

2
) (2𝜋ℏ)8𝛿(𝑝1 + 𝑝2)𝛿(𝑝3 + 𝑝4) (6.86)

然后利用 delta函数的性质:𝛿(𝑥)𝛿(𝑦) = 𝛿(𝑥+𝑦)𝛿(𝑥−𝑦)于是上面的结果在经过这个操作后就可以提出来 (2𝜋ℏ)4𝛿(𝑝1+
𝑝2 + 𝑝3 + 𝑝4)这样的因子。剩下的就是对四点动量空间的格林函数的贡献。

(𝑖ℏ)2 (2𝜋ℏ)4𝛿4 (𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝3 − 𝑝4)Δ𝐹 (
𝑝1 − 𝑝2

2
)Δ𝐹 (

𝑝3 − 𝑝4

2
) (6.87)

这个式子挺奇怪的。找不到太多规律，但是对于 n 点没有相互作用的贡献都可以这样一步步算出来。

6.7 irreducible Diagram Effective Action
Irreducible Generating function 𝑊 [𝐽] 这一段定义是和 Greiner 书中相同的。首先，在定义一个泛函 Z[J], 然后

他的定义方式是 𝑒
𝑖
ℏ 𝑍 [𝐽 ] = 𝑊 [𝐽]。然后 Z[J] 作为 Connected Generating Function, 他的生成方式是 (由于归一化条

件𝑊 [0] = 1, 所以 𝑍 [0] = 0, 所以展开式从一阶开始)

𝑍 [𝐽] = Σ𝑛

ˆ
𝑑𝑥4

1 ...𝑑𝑥
4
𝑛

1
𝑛!
(ℏ
𝑖
)𝑛−1 𝛿𝑛𝑍 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)
|𝐽=0 (

𝑖

ℏ
)𝑛−1𝐽 (𝑥1)...𝐽 (𝑥𝑛)

= Σ𝑛

ˆ
𝑑𝑥4

1 ...𝑑𝑥
4
𝑛𝐺𝑐 (𝑥1, ...𝑥𝑛)(

𝑖

ℏ
)𝑛−1𝐽 (𝑥1)...𝐽 (𝑥𝑛)

(6.88)

上面式子中的 𝐺𝑐 (𝑥1...𝑥𝑛)就叫做 n-point connected Green Function。为什么叫做这个呢，是因为他和普通的 Green
Function 相比较起来发现他只有普通 Generating Function 中的相互之间有联系 (不能分割成几个部分)。

在后面，为了和其他书的符号统一，后面将这里定义的 Connected Generating function 叫做𝑊 [𝐽]。

Effective action 然后定义有效作用量。为什么是有效作用量呢，是因为如果他作为 Generating Function, 那么算

出的图是 n-point irreducible Chart. 为什么是不可约呢，就是说这个图里不能通过剪断一个内线来变成没有链接

的 Green Function。所以说是不可约的。

Γ[𝜙] ≡ −𝑊 [𝐽] +
ˆ
𝐽 (𝑥)𝜙(𝑥)𝑑4𝑥. (6.89)
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6.7 irreducible Diagram和 Effective Action

in which:
𝜙(𝑥, 𝐽] ≡ 𝛿𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑥) . (6.90)

上面定义的 𝜙就出现了一个细节。如果 W[J] 的图里存在一个图，它只有一个端点含有 J。那么对 J(x) 求泛函导数

之后这个图里就没有 J 了。于是这个图在 J=0 时仍然是 x 的函数。所以 J=0 时的场就叫做平均场 𝜙(𝑥, 0] ≡ 𝜙(𝑥)，
如果𝑊 [𝐽] 对应的图没有只有一个端点的图，那么对 𝐽 (𝑥)求泛函导数并且取 𝐽 = 0 时，结果就是 𝜙(𝑥, 0] = 0。

Functional derivative of effective action
𝛿Γ[𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) = −

ˆ
𝑑4𝑦

𝛿𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦)

𝛿𝐽 (𝑦, 𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) +

ˆ
𝑑4𝑦

𝛿𝐽 (𝑦, 𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) 𝜙(𝑦) + 𝐽 (𝑥)

= −
ˆ
𝑑4𝑦𝜙(𝑦) 𝛿𝐽 (𝑦, 𝜙]

𝛿𝜙(𝑥) +
ˆ
𝑑4𝑦𝜙(𝑦) 𝛿𝐽 (𝑦, 𝜙]

𝛿𝜙(𝑥) + 𝐽 (𝑥)

= 𝐽 (𝑥, 𝜙]

(6.91)

As defined:
𝜙(𝑥) = 𝛿𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑥) |𝐽=0 = 𝜙(𝑥, 𝐽 = 0]

我们知道 J=0。也就是 𝜙 = 𝜙 时候, 不可约生成函数是 0。

Γ[𝜙] = Γ[𝜙[𝐽 = 0]] = 0. (6.92)

为了让生成函数是 𝜙 的函数。并且要可以展开，那么。(零阶是 0)

Γ̂[𝜙] ≡ Γ[𝜙 + 𝜙] − Γ[𝜙]

In this case:
𝛿Γ̂[𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) = 𝐽 (𝑥, 𝜙 + 𝜙]

So:
𝛿Γ̂[𝜙]
𝛿𝜙(𝑥) |𝜙=0 = 𝐽 (𝑥, 𝜙] = 0

So, Γ̂ can be expanded without the first two orders:

Γ̂[𝜙] = Σ𝑛=2

ˆ
𝑑𝑥4

1 ...𝑑𝑥
4
𝑛

1
𝑛!
(𝑖ℏ)𝑛−1 𝛿𝑛Γ̂

𝛿𝜙(𝑥1)...𝛿𝜙(𝑥𝑛)
|𝜙=0 (

1
𝑖ℏ
)𝑛−1𝜙(𝑥1)...𝜙(𝑥𝑛) (6.93)

Also, as we always do. we expand𝑊 [𝐽] (connected generation function) to series:

𝑊 [𝐽] = Σ𝑛

ˆ
𝑑𝑥4

1 ...𝑑𝑥
4
𝑛

1
𝑛!
(ℏ
𝑖
)𝑛−1 𝛿𝑛𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)
|𝐽=0 (

𝑖

ℏ
)𝑛−1𝐽 (𝑥1)...𝐽 (𝑥𝑛)

n-point irreducible diagram is defined by:

Γ̂ (𝑛) (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = (𝑖ℏ)𝑛−1 𝛿𝑛Γ̂
𝛿𝜙(𝑥1)...𝛿𝜙(𝑥𝑛)

|𝜙=0 (6.94)

In which n-point connected function:

𝑊 (𝑛) (𝑥1, 𝑥2...𝑥𝑛) = (
ℏ
𝑖
)𝑛−1 𝛿𝑛𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)
Consider:

𝛿𝜙(𝑥1)
𝛿𝜙(𝑥2)

= 𝛿(𝑥1 − 𝑥2)

Which means: ˆ
𝑑4𝑦

𝛿𝜙(𝑥1, 𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦)

𝛿𝐽 (𝑦, 𝜙]
𝛿𝜙(𝑥2)

= 𝛿(𝑥1 − 𝑥2)

As we know:

𝜙(𝑥1, 𝐽] =
𝛿𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)

𝛿Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦) = 𝐽 (𝑦, 𝜙]
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By insertion, we obtain: ˆ
𝑑4𝑦

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦)𝛿𝐽 (𝑥1)

𝛿2Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦)𝛿𝜙(𝑥2)

= 𝛿4 (𝑥1 − 𝑥2) (6.95)

apply 𝛿
𝛿𝐽 (𝑥3 ) to the above equation 6.95. change the notation of the variable 𝑦 → 𝑦1, 𝑥2 → 𝑦2 and noticed that 𝛿

𝛿𝐽 (𝑥3 ) =´
𝑑4𝑦3

𝛿2𝑊 [𝐽 ]
𝛿𝐽 (𝑦3 ) 𝛿𝐽 (𝑥3 )

𝛿
𝛿𝜙 (𝑦3 )ˆ

𝑑4𝑦1
𝛿3𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿2Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)

+
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦3
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]

𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)
= 0

(6.96)

Then we apply integration
´
𝑑4𝑦2

𝛿2𝑊 [𝐽 ]
𝛿𝐽 (𝑦2 ) 𝛿𝐽 (𝑥2 ) to the formula above. then we attain:

𝛿3𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)𝛿𝐽 (𝑥2)𝛿𝐽 (𝑥3)

= −
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)

𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)

(6.97)

Which means: (When 𝐽 = 0, 𝜙 = 𝜙)

𝑊 (3) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
ˆ
𝑑4𝑦1

𝑖ℏ
𝑑4𝑦2

𝑖ℏ
𝑑4𝑦3

𝑖ℏ
𝑊 (2) (𝑦1, 𝑥1)𝑊 (2) (𝑦2, 𝑥2)𝑊 (2) (𝑦3, 𝑥3)Γ̂ (3) (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) (6.98)

Using the equation 6.97 . we apply 𝛿
𝛿𝐽 (𝑥4 ) . Then we can have:

𝛿4𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)𝛿𝐽 (𝑥2)𝛿𝐽 (𝑥3)𝛿𝐽 (𝑥4)

= −
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3

𝛿3𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)𝛿𝐽 (𝑥4)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)

𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)

−
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)

𝛿3𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)𝛿𝐽 (𝑥4)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)

𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)

−
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)

𝛿3𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)𝛿𝐽 (𝑥4)

𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)

−
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3𝑑

4𝑦4
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦4)𝛿𝐽 (𝑥4)

· 𝛿4Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)𝛿𝜙(𝑦4)

(6.99)

Insert equation 6.97 to the equation above to substitute the 3-point connected function. For example, the first term would
be:

−
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3

𝛿3𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)𝛿𝐽 (𝑥4)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)

𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)

=
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3 𝑑

4𝑦4𝑑
4𝑦5𝑑

4𝑦6
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦4)𝛿𝐽 (𝑦1)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦5)𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦6)𝛿𝐽 (𝑥4)
𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]

𝛿𝜙(𝑦4)𝛿𝜙(𝑦5)𝛿𝜙(𝑦6)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]

𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)

(6.100)
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in this case all the term can be written as:
𝛿4𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑥1)𝛿𝐽 (𝑥2)𝛿𝐽 (𝑥3)𝛿𝐽 (𝑥4)

=
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3 𝑑

4𝑦4𝑑
4𝑦5𝑑

4𝑦6
𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]

𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)
𝛿3Γ̂[𝜙 − 𝜙]

𝛿𝜙(𝑦4)𝛿𝜙(𝑦5)𝛿𝜙(𝑦6)(
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦4)𝛿𝐽 (𝑦1)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦5)𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦6)𝛿𝐽 (𝑥4)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)

+ 𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦4)𝛿𝐽 (𝑦3)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦5)𝛿𝐽 (𝑥3)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦6)𝛿𝐽 (𝑥4)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)

+ 𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦4)𝛿𝐽 (𝑦2)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦5)𝛿𝐽 (𝑥2)

𝛿2𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑦6)𝛿𝐽 (𝑥4)

)
−
ˆ
𝑑4𝑦1𝑑

4𝑦2𝑑
4𝑦3𝑑

4𝑦4
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦1)𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦3)𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦2)𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿2𝑊 [𝐽]

𝛿𝐽 (𝑦4)𝛿𝐽 (𝑥4)

· 𝛿4Γ̂[𝜙 − 𝜙]
𝛿𝜙(𝑦1)𝛿𝜙(𝑦2)𝛿𝜙(𝑦3)𝛿𝜙(𝑦4)

(6.101)

In all from 6.101and 6.98 . we can have the graphic representation: 可以看图:6.7, 6.6 (这个是 phi3 场的例子)

6.6: w2

当然，如果平均场是 0，也就是 𝜙 = 0 的时候，不可约图像的生成函数可以不用这么定义，他直接就是 Γ[𝜙]

在很多重整化理论中，需要计算的是几个点的不可约Green Function。计算他们的步骤就是先计算ConnectedGreen
Function. 然后首先利用公式6.95。进行 Fourier 变换之后可以解两点 irreducible Green Function。然后利用图 6.7，
先通过 3-Point Connected Green Function 计算 3-Point irreducible Green Function. 再计算四点的。

当然也可以通过图片直接去观察 Connected Green Function 中的哪里是不可约的。

好，现在直接到 phi4 理论。之前把 Green Function 的 Generating Function 图表示过。这个是图像：6.2
但是在一般重整化中，是算到了二阶。所以有必要写一下二阶的 Generating Function. 图太多了，不知道对不对，

先不放出来了。
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6.7: w3w4
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7.1 Counter term
标量场的 Lagrangian 写为：

L =
1
2
𝜕𝜇𝜑0𝜕𝜇𝜑0 −

1
2
𝑚2𝜑2

0 +
1
6
𝑔𝜑3

0. (7.1)

通过重整化的操作 (𝜑0 = 𝑍𝜑 (𝜑 + 𝑣)), 可以将场的 Lagrangian 写为。

L =
1
2
𝑍𝜑𝜕

𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −
1
2
𝑍𝑚𝑚

2𝜑2 + 1
6
𝑍𝑔𝑔𝜑

3 + 𝑌𝜑 (7.2)

其中:
𝑍 ∼ 1 +𝑂 (𝑔2) 𝑌 ∼ 𝑂 (𝑔) (7.3)

确定其中系数的方式:
1 m: Mass of particle
2 g: Require cross depend on g in particular way(不理解)
3 Normalized by: 〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 0 〈𝑘 |𝜑(𝑥) |0〉𝑒𝑖𝑘𝑥 = 1

Ignore Counterterm Generating Function Lagrangian 分类:

L0 =
1
2
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −

1
2
𝑚2𝜑2

L1 =
1
6
𝑍𝑔𝑔𝜑

3 + L𝑐𝑡

L𝑐𝑡 =
1
2
(𝑍𝜑 − 1)𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −

1
2
(𝑍𝑚 − 1)𝑚2𝜑2 + 𝑌𝜑

(7.4)

Generating Function:

𝑍 [𝐽] =
ˆ
D𝜑 exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 (L0 + L1 + 𝐽𝜑)

]
= exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥L1 (

1
𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
] ˆ
D𝜑 exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 (L0 + 𝐽𝜑)

]
∝ exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥L1 (

1
𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
]

exp
[
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥)Δ(𝑥 − 𝑥′)𝐽 (𝑥′)

] (7.5)

Ignore Counterterm:

𝑍1 [𝐽] ∝ exp
[
𝑖
1
6
𝑍𝑔𝑔

ˆ
𝑑4𝑥( 1

𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
3
]

exp
[
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥)Δ(𝑥 − 𝑥′)𝐽 (𝑥′)

]
=
+∞∑
𝑉=0

1
𝑉!

(
𝑖
1
6
𝑍𝑔𝑔

ˆ
𝑑4𝑥( 1

𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
3
)𝑉 +∞∑

𝑃=0

1
𝑃!

(
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝐽 (𝑦)Δ(𝑦 − 𝑧)𝐽 (𝑧)

)𝑃
=
+∞∑
𝑉=0

1
𝑉!

(
𝑖
1
6
𝑍𝑔𝑔

ˆ
𝑑4𝑥( 1

𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
3
)𝑉 +∞∑

𝑃=0

1
𝑃!

(
1
2

ˆ
𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑖𝐽 (𝑦) 1

𝑖
Δ(𝑦 − 𝑧)𝑖𝐽 (𝑧)

)𝑃 (7.6)

Vertex, Propagator, External Source 对于上面计算 Generating Functional 中展开系数 V、P 对应的项，在经历了

3V 个泛函求导之后，剩下的 External source 数量 E 是：

𝐸 = 2𝑃 − 3𝑉 (7.7)

这一项的相位系数是 (这个系数包含在了 Feynman 图表示的积分中了)：

Phase Factor = (𝑖)𝑉+𝑃−3𝑉 = (𝑖)𝑉+𝐸−𝑃 (7.8)

Feynman Rules 用图像来表示积分，表示方法为– line: 1
𝑖 Δ(𝑥 − 𝑦); Source:

´
𝑑4𝑥 𝑖𝐽 (𝑥); Vertex:

´
𝑑4𝑥 𝑖𝑍𝑔𝑔



7.1 生成函数与 Counter term

Symmetry Factor (For connected diagram) 对于 Generating Functional，它的系数是。不过由于有很多图它的计

算结果相同，所以这个系数会被消掉大部分，只剩下一个 1
𝑆，S 是 Symmetry Factor。

1
𝑉!

1
(3!)𝑉

1
𝑃!

1
(2!)𝑃 (7.9)

观察 Generating Function，每个 Vertex 中的三个腿可以相互交换，形成 (3!)𝑉 个对称性；每个 Vertex 可以互相交

换，形成 𝑉! 个对称性；每个 Propagator 中的两个端点可以相互交换，形成 (2!)𝑃 个对称性；每个 Propagator 互相

可以交换形成 𝑃! 个对称性。这些交换生成的图像的数值结果是一样的，将这些对称性乘以系数得到:
1
𝑉!

1
(3!)𝑉

1
𝑃!

1
(2!)𝑃 × (3!)𝑉𝑉!(2!)𝑃𝑃! = 1 (7.10)

接下来我们考虑 Symmetry Factor, 也就是重复计算的对称性。

我们从一个例子出发:

在这个 Feynman图中，同时交换 3个 Propagator的左右 source term得到的效果和同时交换左右两个Vertex
的效果是相同的；三个 Propagator 互相交换位置 (有 3! 种方式) 和左右 Vertex 同时交换相应 functional derivative
的顺序的效果是相同的。也就是，有 12 种对称性算重复了。于是:

𝑆 =
1

2 × 3!
=

1
12
. (7.11)

Use Connected Diagram represent Generating functional 上面讨论的 Symmetry Factor 是针对 Connected Dia-
gram 的。实际上的 Generating function 有些 non-connected 项是可以用 connected diagram 乘在一起表示。我们将

connected diagram 用 {1, 2, 3, · · · , 𝐼, · · · }表示，相应的 diagram 表示的积分写为 𝐶𝐼。(𝐶𝐼 是包含 Symmetry Factor
的)

现在考虑一个 Generating Function 中的一项，他可以写成 𝑛𝐼 个 𝐶𝐼 图相乘。(𝐼 = 1, 2, · · · )

𝐷 = Π∞𝐼=1
1
𝑆𝐼
(𝐶𝐼 )𝑛𝐼 (7.12)

对于其中的 Symmetry Factor, 它是因为同时交换不同图中的 Vertex 和同时交换不同图中的 Propagator 得到的结

果相同，所以这一部分对称性算重复了。于是:

𝑆𝐼 = 𝑛𝐼 ! 𝐷 = Π+∞𝐼=1
1
𝑛𝐼 !
(𝐶𝐼 )𝑛𝐼 (7.13)

用 connected diagram 计算 Generating Functional:

𝑍1 [𝐽] =
∑
{𝑛𝐼 }

(
Π+∞𝐼=1

1
𝑛𝐼 !
(𝐶𝐼 )𝑛𝐼

)
=
+∞∑
𝑛1=1

+∞∑
𝑛2=1
· · · 1

𝑛1!
(𝐶1)𝑛1

1
𝑛2!
(𝐶2)𝑛2 · · ·

= ©­«
+∞∑
𝑛1=1

1
𝑛1!
(𝐶1)𝑛1ª®¬ ©­«

+∞∑
𝑛2=1

1
𝑛2!
(𝐶2)𝑛2ª®¬ · · ·

= Π∞𝐼=1

( +∞∑
𝑛𝐼=1

1
𝑛𝐼 !
(𝐶𝐼 )𝑛𝐼

)
= exp(

∞∑
𝐼=1

𝐶𝐼 )

(7.14)

由于归一化条件，𝑍1 [0] = 1，所有的 Vacuum Diagram（也就是没有 External Source）的都会被归一化除掉，所以

用 𝐶𝐼 ′ 标记 non-Vacuum Connected Diagram, Generating Functional 可以写为:

𝑍1 [𝐽] = exp(
∑
𝐼 ′
𝐶𝐼 ′ ) (7.15)
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Y-Counterterm 在没有 Y-Counterterm 时，𝑍1 [𝐽] 中包含了 Single-Source Term。也就是 𝐸 = 1。比如说:

利用生成函数，求 〈0|𝜑(𝑥) |0〉。
〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 1

𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) 𝑍1 [𝐽] (7.16)

考虑关于 g 的最低阶项 (𝑍𝑔 ∼ 1 +𝑂 (𝑔2))，得到的结果用 Feynman 图表示为:

〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = x
=

1
2

ˆ
𝑑4𝑦𝑖𝑔

1
𝑖
Δ(𝑦 − 𝑦) 1

𝑖
Δ(𝑦 − 𝑥) +𝑂 (𝑔3) (7.17)

这样的结果和条件 〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 0 不相符。所以需要引入 𝑌𝜑 的 counterterm。

此时:

𝑍 [𝐽] ∝ exp
[
𝑖𝑌

ˆ
𝑑4𝑥( 1

𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
]

exp
[
𝑖
1
6
𝑍𝑔𝑔

ˆ
𝑑4𝑥( 1

𝑖

𝛿

𝛿𝐽 (𝑥) )
3
]

exp
[
𝑖

2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝐽 (𝑥)Δ(𝑥 − 𝑥′)𝐽 (𝑥′)

]
(7.18)

Counterterm 会生成一种新的节点（它只连结一个 Propagator），表示为:ˆ
𝑑4𝑥𝑖𝑌 = (7.19)

用含有这个节点的 Feynman Diagram 来消除含有一个 Source 的项 (只考虑 g 的一阶):

+ = 0ˆ
𝑑4𝑥′

(
𝑖𝑌 + 1

2
1
𝑖
Δ(0)𝑖𝑔

)
1
𝑖
Δ(𝑥′ − 𝑥) = 0

𝑌 = 𝑖
1
2
𝑔Δ(0)

(7.20)

Ignore Tadpoles 如果一个 Connected Diagram 中有一部分，它与其他部分通过一个 propagator 相连接，并且它

没有 source 项（这一部分叫做 tadpole）。于是在 𝑍1 [𝐽] 中一定有这样的 tadpole 连接了一个 Source。但是通过

counterterm，一定有一个和他相反的项。与他相反的项也可以将 Source 替换为其他的子图。所以这个 Connected
Diagram 总是不用考虑的。

Counterterm 考虑 Lagrangian 中剩下的 Counterterm：

𝑆 ∼ 𝑖
ˆ
𝑑4𝑥

(
1
2
(𝑍𝜑 − 1)𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −

1
2
(𝑍𝑚 − 1)𝑚2𝜑2

)
= 𝑖
ˆ
𝑑4𝑥

(
−1

2
(𝑍𝜑 − 1)𝜑𝜕𝜇𝜕𝜇𝜑 −

1
2
(𝑍𝑚 − 1)𝑚2𝜑2

) (7.21)

他们写为泛函导数形式 (利用分部积分)

exp
[ˆ

𝑑4𝑥 − 𝑖
2

(
(𝑍𝜑 − 1) ( 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )𝜕
𝜇𝜕𝜇 (𝑖

𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) ) + (𝑍𝑚 − 1)𝑚2 ( 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )
2
)]

(7.22)

这一项会生成一个两点 Vertex。(2 因为对称性可以不写) 它可以表示为:

−𝑖
ˆ
𝑑4𝑥

(
(𝑍𝜑 − 1)𝜕2 + (𝑍𝑚 − 1)𝑚2

)
(7.23)

Noticed that partial 作用在两个相接的 propagator 的一个端点上而不是两个端点。

生成函数可以表示为:

𝑍 [𝐽] = exp

[∑
𝐼 ′
𝐶𝐼 ′

]
(7.24)

其中 𝐶𝐼 ′ 是 Connected Diagram with symmetry factor，并且没有 Tadpoles。同时 𝐶𝐼 ′ 中需要有由 Counterterm 引起

的两腿 vertex。
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7.2
LSZ Reduction Formula under new normalize condition 标量场的 LSZ Reduction formula 在 Greiner 书中写为

(ipad 上有推导):

〈 𝑓 |𝑖〉 = 〈0|𝑇𝑎𝑞𝑚 (+∞) · · · 𝑎𝑞1 (+∞)𝑎†𝑝1 (−∞) · · · 𝑎
†
𝑝𝑛 |0〉

= (𝑖)𝑛+𝑚
ˆ
𝑑4𝑥1𝑢𝑝1 (𝑥1)(𝜕2

𝑥1 + 𝑚2) · · ·
ˆ
𝑑4𝑦1𝑢

∗
𝑞1 (𝑦1)(𝜕2

𝑦1 + 𝑚2) · · · 〈0|𝑇𝜑(𝑥1) · · · 𝜑(𝑥𝑛)𝜑(𝑦1) · · · 𝜑(𝑦𝑚) |0〉
(7.25)

其中，

𝑢 ®𝑝 (𝑥) =
1√

2𝑤𝑝 (2𝜋)3
𝑒−𝑖 (𝑝𝑥 ) 𝑝 = (𝑤𝑝 , ®𝑝) (7.26)

在Greiner的书中，归一化条件是 〈𝑖 |𝑖〉 = 𝛿 (3) (𝑝1−𝑝1) · · ·。现在改变它的归一化条件为 〈𝑖 |𝑖〉 = 2𝑤𝑝1 · · · 2𝑤𝑝𝑛𝛿 (3) (𝑝1−
𝑝1) · · · 定义新的态矢量 |𝑖〉 →

√
2𝑤𝑝1 · · · 2𝑤𝑝𝑛 |𝑖〉相应的 LSZ Reduction Formula 也就变成了:

〈 𝑓 |𝑖〉 =
√

2𝑤𝑝1 · · · 2𝑤𝑝𝑛
√

2𝑤𝑞1 · · · 2𝑤𝑞𝑚〈0|𝑇𝑎𝑞𝑚 (+∞) · · · 𝑎𝑞1 (+∞)𝑎†𝑝1 (−∞) · · · 𝑎
†
𝑝𝑛 |0〉

= (𝑖)𝑛+𝑚
ˆ
𝑑4𝑥1𝑒

−𝑖 𝑝1𝑥1 (𝜕2
𝑥1 + 𝑚2) · · ·

ˆ
𝑑4𝑦1𝑒

𝑖𝑞1𝑦1 (𝜕2
𝑦1 + 𝑚2) · · · 〈0|𝑇𝜑(𝑥1) · · · 𝜑(𝑥𝑛)𝜑(𝑦1) · · · 𝜑(𝑦𝑚) |0〉

(7.27)

Fully Connected Part 生成函数写为:

𝑍 [𝐽] = exp

[∑
𝐼 ′
𝐶𝐼 ′

]
= exp (𝑖𝑊 [𝐽]) (7.28)

两点关联函数:
〈0|𝜑(𝑥1)𝜑(𝑥2) |0〉 =

𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝑍 [𝐽]

=
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝑖𝑊 [𝐽] + 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝑖𝑊 [𝐽] 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝑖𝑊 [𝐽]

(7.29)

由于有 Counterterm Y 的存在，后面的一项是 0。四点关联函数:

〈0|𝜑(𝑥1)𝜑(𝑥2)𝜑(𝑥3)𝜑(𝑥4) |0〉 =
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑍 [𝐽]

=
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)

(
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽] + 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝑖𝑊 [𝐽] 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

)
𝑍 [𝐽]

=
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)

(
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽] + 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝑖𝑊 [𝐽] 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽] + 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝑖𝑊 [𝐽] 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

)
𝑍 [𝐽]

+ 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)

(
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝑖𝑊 [𝐽]

) (
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽] + 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝑖𝑊 [𝐽] 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

)
𝑍 [𝐽]

=
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽] +

(
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝑖𝑊 [𝐽]

) (
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

)
+

(
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝑖𝑊 [𝐽]

) (
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

)
+

(
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

) (
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝑖𝑊 [𝐽]

)
|𝐽=0

(7.30)
前一项是一个有四个 Source 的 connect Feynman 图对 S matrix 的贡献，后面这些项都是 Non-connect part。考虑

其中一个 Non-connect part 比如:(
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝑖𝑊 [𝐽]

) (
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

)
= 𝐹 (𝑥1 − 𝑥2)𝐹 (𝑥3 − 𝑥4) (7.31)

考虑这一项经过 LSZ reduction formula 对散射振幅的贡献：(f 是 F 经过微分算符作用后的函数，具体形式不重要)

(𝑖)2+2
ˆ
𝑑4𝑥1𝑒

−𝑖 𝑝1𝑥1 (𝜕2
𝑥1 + 𝑚2)

ˆ
𝑑4𝑥2𝑒

−𝑖 𝑝2𝑥2 (𝜕2
𝑥2 + 𝑚2)

ˆ
𝑑4𝑥3𝑒

+𝑖 𝑝3𝑥3 (𝜕2
𝑥3 + 𝑚2)

ˆ
𝑑4𝑥4𝑒

+𝑖 𝑝4𝑥4 (𝜕2
𝑥4 + 𝑚2)𝐹 (𝑥1 − 𝑥2)𝐹 (𝑥3 − 𝑥4)

=
ˆ
𝑑4𝑥1𝑒

−𝑖 𝑝1𝑥1

ˆ
𝑑4𝑥2𝑒

−𝑖 𝑝2𝑥2

ˆ
𝑑4𝑥3𝑒

+𝑖 𝑝3𝑥3

ˆ
𝑑4𝑥4𝑒

+𝑖 𝑝4𝑥4 𝑓 (𝑥1 − 𝑥2) 𝑓 (𝑥3 − 𝑥4)
(7.32)
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积分变换: 

𝑢 = 1
2 (𝑥1 + 𝑥2)

𝑣 = 1
2 (𝑥1 − 𝑥2)

𝑦 = 1
2 (𝑥3 + 𝑥4)

𝑧 = 1
2 (𝑥3 − 𝑥4)

(7.33)

原式 =
ˆ
𝑑4𝑢𝑑4𝑣𝑑4𝑦𝑑4𝑧 det

(
𝜕𝑥1, 𝑥2

𝜕𝑢, 𝑣

)
det

(
𝜕𝑥3, 𝑥4

𝜕𝑦, 𝑧

)
∼

= 4
ˆ
𝑑4𝑢𝑑4𝑣𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑒−𝑖 (𝑝1+𝑝2 )𝑢−𝑖 (𝑝1−𝑝2 )𝑣𝑒+𝑖 (𝑝3+𝑝4 )𝑦+𝑖 (𝑝3−𝑝4 )𝑧 𝑓 (2𝑣) 𝑓 (2𝑧)

= 𝛿 (4) (𝑝1 − 𝑝2)𝛿 (4) (𝑝3 − 𝑝4) ∼

(7.34)

他是没有意义的，因为相当于没有散射。同理，经过具体计算，发现 Non-connect 项都没有贡献，所以只有 Fully
Connected Part 对散射振幅有贡献。

2-2 考虑 Generating Function 中的 Connected-4Source-NoTadpole Diagram In
Lowest Order.

≈ 𝑂 (𝑔2) 𝑆 =
1

2 × 2 × 2
=

1
8

(7.35)

用这部分 Generating Functional 求 4 点关联函数:

〈𝜑(𝑥1)𝜑(𝑥2)𝜑(𝑥3)𝜑(𝑥4)〉 =
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥3)
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥4)
𝑖𝑊 [𝐽]

= (2 × 2 × 2) 1
8

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4 + (2 × 2 × 2) 1
8

𝑥1

𝑥3

𝑥2

𝑥4 + (2 × 2 × 2) 1
8

𝑥1

𝑥4

𝑥2

𝑥3

(7.36)

其中，2 × 2 × 2 来自于对不同的 source 求导。(Symmetry Factor 被消掉是树图的共同特点) 一般来说将入射写在

左边，出射写在右边:
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4 +

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4 +

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

=

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4 +

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4 +

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

=
ˆ
𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑖𝑔 𝑖𝑔

(
1
𝑖
Δ(𝑥1 − 𝑦)

1
𝑖
Δ(𝑥2 − 𝑦)

1
𝑖
Δ(𝑦 − 𝑧) 1

𝑖
Δ(𝑧 − 𝑥3)

1
𝑖
Δ(𝑧 − 𝑥4) ∼

)
= 𝑖
ˆ
𝑑4𝑦𝑑4𝑧 𝑔2

(
Δ(𝑥1 − 𝑦)Δ(𝑥2 − 𝑦)Δ(𝑦 − 𝑧)Δ(𝑧 − 𝑥3)Δ(𝑧 − 𝑥4) + Δ(𝑥1 − 𝑦)Δ(𝑥2 − 𝑧)Δ(𝑦 − 𝑧)Δ(𝑦 − 𝑥3)Δ(𝑧 − 𝑥4)

+ Δ(𝑥1 − 𝑦)Δ(𝑥2 − 𝑧)Δ(𝑦 − 𝑧)Δ(𝑧 − 𝑥3)Δ(𝑦 − 𝑥4)
)

(7.37)
考虑 LSZ Formula 以及传播子的具体表达:

〈 𝑓 |𝑖〉 = (𝑖)𝑛+𝑚
´
𝑑4𝑥1𝑒

−𝑖 𝑝1𝑥1 (𝜕2
𝑥1 + 𝑚2) · · ·

´
𝑑4𝑦1𝑒

𝑖𝑞1𝑦1 (𝜕2
𝑦1 + 𝑚2) · · · 〈0|𝑇𝜑(𝑥1) · · · 𝜑(𝑥𝑛)𝜑(𝑦1) · · · 𝜑(𝑦𝑚) |0〉

Δ(𝑥 − 𝑥′) =
´

𝑑4𝑘
(2𝜋 )4

𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥
′ )

−𝑘2+𝑚2−𝑖 𝜖

(𝜕2
𝑥 + 𝑚2)Δ(𝑥 − 𝑥′) =

´
𝑑4𝑘
(2𝜋 )4 𝑒

−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥′ ) = 𝛿 (4) (𝑥 − 𝑥′)
(7.38)
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7.3 散射截面

于是:

〈 𝑓 |𝑖〉 = 𝑖
ˆ
𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑑4𝑥1𝑑

4𝑥2𝑑
4𝑥3𝑑

4𝑥4𝑑
4𝑘 𝑔2𝑒−𝑖 𝑝1𝑥1−𝑖 𝑝2𝑥2+𝑖 𝑝3𝑥3+𝑖 𝑝4𝑥4

1
(2𝜋)4

𝑒−𝑖𝑘 (𝑦−𝑧)

−𝑘2 + 𝑚2

(
𝛿 (4) (𝑥1 − 𝑦)𝛿 (4) (𝑥2 − 𝑦)𝛿 (4) (𝑧 − 𝑥3)𝛿 (4) (𝑧 − 𝑥4) + 𝛿 (4) (𝑥1 − 𝑦)𝛿 (4) (𝑥2 − 𝑧)𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥3)𝛿 (4) (𝑧 − 𝑥4)

+ 𝛿 (4) (𝑥1 − 𝑦)𝛿 (4) (𝑥2 − 𝑧)𝛿 (4) (𝑥3 − 𝑧)𝛿 (4) (𝑥4 − 𝑦)
)

= 𝑖
ˆ
𝑑4𝑦𝑑4𝑧𝑑4𝑘 𝑔2 1

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘 (𝑦−𝑧)

−𝑘2 + 𝑚2

(
𝑒−𝑖 (𝑝1+𝑝2 )𝑦+𝑖 (𝑝3+𝑝4 )𝑧 + 𝑒−𝑖 (𝑝1−𝑝3 )𝑦+𝑖 (−𝑝2+𝑝4 )𝑧 + 𝑒−𝑖 (𝑝1−𝑝4 )𝑦+𝑖 (−𝑝2+𝑝3 )𝑧

)
= 𝑖
ˆ
𝑑4𝑘 𝑔2 (2𝜋)4 1

−𝑘2 + 𝑚2

(
𝛿 (4) (𝑝1 + 𝑝2 + 𝑘)𝛿 (4) (𝑝3 + 𝑝4 + 𝑘)

+ 𝛿 (4) (𝑝1 − 𝑝3 + 𝑘)𝛿 (4) (−𝑝2 + 𝑝4 + 𝑘) + 𝛿 (4) (𝑝1 − 𝑝4 + 𝑘)𝛿 (4) (−𝑝2 + 𝑝3 + 𝑘)
)

= 𝑖 𝑔2 (2𝜋)4
( 1
−(𝑝1 + 𝑝2)2 + 𝑚2 𝛿

(4) (𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝3 − 𝑝4) +
1

−(𝑝1 − 𝑝3)2 + 𝑚2 𝛿
(4) (𝑝1 − 𝑝3 + 𝑝2 − 𝑝4)

+ 1
−(𝑝1 − 𝑝4)2 + 𝑚2 𝛿

(4) (𝑝1 − 𝑝4 + 𝑝2 − 𝑝3)
)

= 𝑖 𝑔2 (2𝜋)4𝛿 (4) (𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝3 − 𝑝4)
(

1
−(𝑝1 + 𝑝2)2 + 𝑚2 +

1
−(𝑝1 − 𝑝3)2 + 𝑚2 +

1
−(𝑝1 − 𝑝4)2 + 𝑚2

)
= (2𝜋)4𝛿 (4) (𝑝𝑖𝑛 − 𝑝𝑜𝑢𝑡 )𝑖T

(7.39)
确实可以发现 〈 𝑓 |𝑖〉以及 T 是 Lorentz Invariant 的。𝛿 函数暗含了能量守恒。

Feynman 先画图，考虑 Generating Functional 的 Symmetry Factor，进而考虑 n-point functional
的 Symmetry Factor。左侧是入射侧，动量从外流向节点；最右侧是出射侧，动量从节点流向外面。这些动量都

是自己标记的，标记为 𝑘1 · · · 𝑘1′ · · · 之类的。每一个节点都是 4 动量守恒的。总结起来，可以是下面这些关键点。

(1) 每个最外侧的 propagator 当作 1
(2) 每个内侧动量是 k 的传播子当作 −𝑖

−𝑘2+𝑚2−𝑖 𝜖 = 1
𝑖 Δ(𝑘2)

(3) 每个节点贡献 𝑖𝑍𝑔𝑔

(4) 每个没有确定的动量 l 贡献积分: 𝑑4𝑙
(2𝜋 )4

(5) Leftover Symmetry 可以通过圈图贡献直接计算。具体来说，当有圈图时，如果有改变 propagator 和 vertex
导致的结果相同，那么就会贡献 Leftover symmetry。(不用从 Generating Functional 开始算了)

(6) 需要考虑 Counterterm Vertex 他是:−𝑖
(
−(𝑍𝜑 − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚 − 1)𝑚2)

(7) 将所有图计算完之后的结果就是 𝑖T
利用 Feynman Rule In Momentum space，可以将上面的树图贡献的 𝑖T 写为:

𝑝1

𝑝2

𝑝1 + 𝑝2

𝑝3

𝑝4

+

𝑝1 𝑝3

𝑝2

𝑝1 − 𝑝3

𝑝4 +

𝑝1

𝑝4

𝑝2

𝑝1 − 𝑝4
𝑝3

(7.40)
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7.3
Lorentz Lorentz 变换后的相空间:

𝑑𝑝′𝑥𝑑𝑝
′
𝑦𝑑𝑝

′
𝑧 (7.41)

Lorentz 变换: {
𝑝′𝑥 = 𝑝𝑥 𝑝′𝑦 = 𝑝𝑦 𝑝′𝑧 = 𝛾(𝑝𝑧 −

𝛽
𝑐 𝐸) 𝐸 ′ = 𝛾(𝐸 − 𝛽𝑐𝑝𝑧) 𝐸 =

√
𝑚2𝑐4 + 𝑝2𝑐2 (7.42)

上式 = 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧𝛾(1 − 𝛽/𝑐
𝜕𝐸

𝜕𝑝𝑧
)

= 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧𝛾(1 − 𝛽𝑐
𝑝𝑧
𝐸
)

= 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧
𝐸 ′

𝐸

(7.43)

也就是:
𝑑3𝑝′

(2𝜋)32𝐸 ′
=

𝑑3𝑝

(2𝜋)32𝐸
(7.44)

它定义为 Lorentz 不变相空间

考虑两个粒子的散射，他们散射后变成了 k 个出射粒子。

两个粒子的速度分别是 𝑣1 与 𝑣2, 如果说两个粒子的体积都估计为 V ，同时他们的相对速度是 | ®𝑣1 − ®𝑣2 |。这样相

当于一个粒子用这个相对速度去撞击另一个粒子。既然一个粒子占据的体积是 V。那么相当于有一个入射流 (单
位时间单位面积入射的粒子数量)

Φ =
1
𝑉
| ®𝑣1 − ®𝑣2 | (7.45)

然后考虑一个原子物理里面的微分截面的东西。其实也就是入射粒子流中的一个小小面积元 𝑑𝜎, 在时间 T 之后,
认为这个面积元对应的 𝑝 𝑗 𝑑𝑝 𝑗 ( 𝑗 ∈ {1, 2...𝑘})，出射状态，就是说给定了一个出射状态, 当然，这个状态是怎么

说，无穷小的。一个状态元。就和原子物理里面出射到一个球面角元是一样的。然后在这个状态元的粒子数量

是 𝑑𝑃, 当然他是小于 1 的, 这个时候应该理解为概率

所以上面的话就描述的是这个式子。

𝑑𝜎
1
𝑉
| ®𝑣1 − ®𝑣2 |𝑇 = 𝑑𝑃 (7.46)

也就是说：

𝑑𝜎 =
𝑉

𝑇

1
| ®𝑣1 − ®𝑣2 |

𝑑𝑃 (7.47)

一般来说，散射截面是在实验室参考系中定义的。在实验室参考系中，一般将靶粒子 2 固定，此时，相对速度是
| ®𝑝1 |𝐹𝑇

(𝐸1 )𝐹𝑇
。(FT means fixed target)

𝑑𝜎 =
𝑉

𝑇

(𝐸1)𝐹𝑇
| ®𝑝1 |𝐹𝑇

𝑑𝑃 (7.48)

然后, 我们从量子的角度考虑 dP (发生反应的概率)

𝑑𝑃 =
|〈 𝑓 |𝑆 |𝑖〉|2
〈 𝑓 | 𝑓 〉〈𝑖 |𝑖〉Π 𝑗

𝑉

(2𝜋)3
𝑑3 ®𝑝 𝑗 (7.49)

至于这里为什么加入了一个体积 V (注意连乘符号后面的所有东西都是要连乘的...)，可以理解成一维动量量子化

后的结果是 𝑝𝑖 = 2𝜋
𝐿 𝑖

接下来考虑粒子态。 √
(2𝜋)3 2𝑤𝑘𝑎†𝑘 |0〉 = |𝑘〉 (7.50)

同时, 湮灭算符和产生算符有对易关系

[𝑎𝑝 , 𝑎†𝑝] = 𝛿( ®𝑝 − ®𝑞) (7.51)

49



7.3 散射截面

这样, 动量为 p 的单粒子态和自己的内积就是 (动量空间的 delta 函数可以用坐标空间的积分表示)

〈𝑝 |𝑝〉 = 2𝜔𝑝 (2𝜋)3𝛿 (3) (0) = 2𝜔𝑝𝑉 (7.52)

于是

〈𝑖 |𝑖〉 = (2𝐸1𝑉) (2𝐸2𝑉) (7.53)

〈 𝑓 | 𝑓 〉 = Π 𝑗 (2𝐸 𝑗𝑉) (7.54)

S 就是相互作用绘景里面的时间演化算符。我们说 S 可以展开成平庸的部分和演化的部分。

𝑆 = 1 + 𝑖M = 1 + (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)𝑖T (7.55)

这个演化项作用在初态, 再和末态做内积后:

|〈 𝑓 |𝑆 |𝑖〉|2 = 𝛿 (4) (0)𝛿 (4) (Σ𝑝) (2𝜋)8 |〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 = 𝑉𝑇𝛿 (4) (Σ𝑝)(2𝜋)4 |〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (7.56)

于是:

𝑑𝑃 =
𝛿 (4) (0)𝛿 (4) (Σ𝑝)(2𝜋)8 |〈 𝑓 |T |𝑖〉|2
(2𝐸1𝑉)(2𝐸2𝑉)Π 𝑗 (2𝐸 𝑗𝑉)

Π 𝑗
𝑉

(2𝜋)3
𝑑3 ®𝑝 𝑗

= 𝑉𝑇
𝛿 (4) (Σ𝑝) (2𝜋)4 |〈 𝑓 |T |𝑖〉|2
(2𝐸1𝑉) (2𝐸2𝑉)Π 𝑗 (2𝐸 𝑗𝑉)

Π 𝑗
𝑉

(2𝜋)3
𝑑3 ®𝑝 𝑗

=
𝑇

𝑉

1
(2𝐸1)(2𝐸2)

|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)Π 𝑗
𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗

(7.57)

于是, 如果计算 Fixed target 参考系中的散射截面, 会利用 𝑑𝜎 = 𝑉
𝑇
(𝐸1 )𝐹𝑇

|𝒑1 |𝐹𝑇
𝑑𝑃

𝑑𝜎 =
(𝐸1)𝐹𝑇

(2𝐸1) (2𝐸2) | ®𝑝1 |𝐹𝑇
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)Π 𝑗

𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗
(7.58)

其中后面的那个叫洛伦兹不变相空间体元。(Lorentz invariant phase spave-LIPS)

𝑑𝐿𝐼𝑃𝑆𝑛′ (𝑝1 + 𝑝2) = (2𝜋)4𝛿 (4) (𝑝1 + 𝑝2 −
∑
𝑗

𝑝 𝑗 )Π 𝑗
𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗
(7.59)

为了使得计算出的 dP 中含有的 𝑇/𝑉 能和 𝑑𝜎 的定义式中的 𝑉/𝑇 能消掉，要求计算散射过程也是要在 Fixed-
Target Frame。此时:

𝑑𝜎𝐹𝑇 =
1

4(𝐸2)𝐹𝑇 | ®𝑝1 |𝐹𝑇
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)Π 𝑗

𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗
. (7.60)

后面的这些项都是 Lorentz-Invariant 的。

有的时候，如果计算非 fix target 参考系中计算散射截面，会利用 𝑑𝜎 = 𝑉
𝑇

1
|𝒗1−𝒗2 | 𝑑𝑃,

𝑑𝜎 =
1

(2𝐸1) (2𝐸2) |𝒗1 − 𝒗2 |
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)Π 𝑗

𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗
. (7.61)

这个表达式中的第一个分式必须在同一个参考系中计算，并且这个参考系就是定义散射截面的参考系。后面的

几项因为是 Loretz 不变的，所以可以在任意参考系中计算。

Mandelstam Mandelstam 变量定义为:(使用了能动量守恒的性质)

𝑠 = (𝑘1 + 𝑘2)2 = (𝑘1′ + 𝑘2′ )2 中间是横线

𝑡 = (𝑘1 − 𝑘1′ )2 = (𝑘2 − 𝑘2′ )2 中间是竖线

𝑢 = (𝑘1 − 𝑘 ′2)2 = (𝑘2 − 𝑘1′ )2 中间是竖线但是交换出射粒子

(7.62)

它们三个并不是完全互相独立的。满足约束关系

𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = 𝑚2
1 + 𝑚2

2 + 𝑚2
1′ + 𝑚2

2′ (7.63)

它的意义在与，它是一个 Lorentz 不变量。同时，他可以用来表示其他的量。比如，在 Fixed-Target Frame 中，
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7.3 散射截面

| ®𝑘2 | = 0。

𝑠 = (𝐸1 + 𝑚2)2 − |®𝑘1 |2 𝐸1 =
√
𝑚2

1 + |®𝑘1 |2 (7.64)

可以得到:
| ®𝑘1 |𝐹𝑇 =

1
2𝑚2

√
𝑠2 − 2(𝑚2

1 + 𝑚2
2)𝑠 + (𝑚2

1 − 𝑚2
2)2 (7.65)

又比如在 Center-of-Mass 参考系中:

𝑠 = (𝐸1 + 𝐸2)2 𝐸1 =
√
𝑚2

1 + |®𝑘1 |2 𝐸2 =
√
𝑚2

2 + |®𝑘1 |2 (7.66)

可以得到:
| ®𝑘1 |𝐶𝑀 =

1
2
√
𝑠

√
𝑠2 − 2(𝑚2

1 + 𝑚2
2)𝑠 + (𝑚2

1 − 𝑚2
2)2 (7.67)

类似的，对于出射粒子:

𝑠 = (𝐸1′ + 𝐸2′ )2 𝐸1′ =
√
𝑚2

1′ + |®𝑘1′ |2 𝐸2′ =
√
𝑚2

2′ + |®𝑘1′ |2 (7.68)

可以得到:
| ®𝑘1′ |𝐶𝑀 =

1
2
√
𝑠

√
𝑠2 − 2(𝑚2

1′ + 𝑚2
2′ )𝑠 + (𝑚2

1′ − 𝑚2
2′ )2 (7.69)

对于 Mandelstam 变量 t:

𝑡 = (𝑘1 − 𝑘1′ )2 = (𝐸1 − 𝐸1′ )2 − (®𝑘1 − ®𝑘1′ )2 = 𝑚2
1 + 𝑚2

1′ − 2𝐸1𝐸1′ + 2| ®𝑘1 | | ®𝑘1′ | cos 𝜃 (7.70)

如果是在 CM 系，𝑡 ∝ cos(𝜃)。

2-2 对于 2-2 散射问题，

𝑑𝜎 =
1

4(𝐸2)𝐹𝑇 | ®𝑝1 |𝐹𝑇
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)Π 𝑗

𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗
(7.71)

利用性质: {
(𝐸2)𝐹𝑇 | ®𝑝1 |𝐹𝑇 = 𝑚2 | ®𝑝1 |𝐹𝑇 =

√
𝑠 | ®𝑝1 |𝐶𝑀 (7.72)

𝑑𝜎 =
1

4
√
𝑠 | ®𝑝1 |𝐶𝑀

|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (𝑝 − 𝑝1′ − 𝑝2′ )
𝑑3𝑝1′𝑑

3𝑝2′

(2𝜋)6
1

2𝐸1′2𝐸2′
(7.73)

由于除了第一项，后面的都是 Lorentz Invariant 的，可以在任何参考系计算。这里在 Center of mass 参考系计算。

首先计算后面的部分:

(2𝜋)4𝛿 (4) (𝑝 − 𝑝1′ − 𝑝2′ )
𝑑3𝑝1′𝑑

3𝑝2′

(2𝜋)6
1

2𝐸1′2𝐸2′

=
1
(2𝜋)2

𝛿(
√
𝑠 − 𝐸1′ − 𝐸2′ )𝛿 (3) (0 − 𝑝1′ − 𝑝2′ )𝑑3𝑝1′𝑑

3𝑝2′
1

2𝐸1′2𝐸2′

(7.74)

对 𝑝2′ 积分:

上式 =
1
(2𝜋)2

𝛿(
√
𝑠 − 𝐸1′ − 𝐸2′ )

𝑑3𝑝1′

2𝐸1′2𝐸2′
𝐸1′ =

√
®𝑝1′

2 + 𝑚2
1′ 𝐸2′ =

√
®𝑝1′

2 + 𝑚2
2′

=
1
(2𝜋)2

1
2(𝐸1′ )𝐶𝑀2(𝐸2′ )𝐶𝑀

𝛿(
√
𝑠 − 𝐸1′ − 𝐸2′ ) |𝑝1′ |2𝑑 |𝑝1′ |𝑑Ω𝐶𝑀

(7.75)

delta 函数有性质: {´
𝑑𝑥𝛿( 𝑓 (𝑥)) = 𝛿( 𝑓 (𝑥))𝑑𝑓 (𝑥) 1

𝑑 𝑓 (𝑥)
𝑑𝑥

(7.76)
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7.3 散射截面

于是经过积分，筛选出能动量守恒解出的 |𝑝1′ |𝐶𝑀 :

上式 =
1
(2𝜋)2

1
2(𝐸1′ )𝐶𝑀2(𝐸2′ )𝐶𝑀

| ®𝑝1′ |2𝐶𝑀𝑑Ω𝐶𝑀
1

| 𝑑
𝑑 | 𝑝1′ | (

√
𝑠 − 𝐸1′ − 𝐸2′ ) |

=
1
(2𝜋)2

1
2(𝐸1′ )𝐶𝑀2(𝐸2′ )𝐶𝑀

| ®𝑝1′ |2𝐶𝑀𝑑Ω𝐶𝑀
1

| ®𝑝1′ |𝐶𝑀
(

1
𝐸1′
+ 1
𝐸2′

)
=

1
(2𝜋)2

1
2(𝐸1′ )𝐶𝑀2(𝐸2′ )𝐶𝑀

| ®𝑝1′ |2𝐶𝑀𝑑Ω𝐶𝑀
1

| ®𝑝1′ |𝐶𝑀
( √

𝑠
𝐸2′𝐸1′

)
=

1
(2𝜋)2

1
4
√
𝑠 | ®𝑝1′ |𝐶𝑀

| ®𝑝1′ |2𝐶𝑀𝑑Ω𝐶𝑀 .

(7.77)

于是:
𝑑𝜎 =

1
4
√
𝑠 | ®𝑝1 |𝐶𝑀

|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 1
(2𝜋)2

1
4
√
𝑠 | ®𝑝1′ |𝐶𝑀

| ®𝑝1′ |2𝐶𝑀𝑑Ω𝐶𝑀

=
| ®𝑝1′ |𝐶𝑀

64𝜋2𝑠 | ®𝑝1 |𝐶𝑀
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2𝑑Ω𝐶𝑀

(7.78)

微分散射截面:
𝑑𝜎

𝑑Ω𝐶𝑀
=

| ®𝑝1′ |𝐶𝑀
64𝜋2𝑠 | ®𝑝1 |𝐶𝑀

|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2

=
1

64𝜋2𝑠
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2

(7.79)

有时候，采用 t 作为变量，由于:
𝑡 = 𝑚2

1 + 𝑚2
1′ − 2𝐸1𝐸1′ + 2| ®𝑝1 | | ®𝑝1′ | cos 𝜃

𝑑𝑡 = 2| ®𝑝1 | | ®𝑝1′ |𝑑 cos 𝜃 只有在 CM 系可以这样算，否则 | ®𝑝1′ |也是 𝜃 的函数

= −2| ®𝑝1 |𝐶𝑀 | ®𝑝1′ |𝐶𝑀 1
2𝜋 𝑑Ω𝐶𝑀

(7.80)

于是:
𝑑𝜎

𝑑𝑡
= − 𝜋

| ®𝑝1 |𝐶𝑀 | ®𝑝1′ |𝐶𝑀
| ®𝑝1′ |𝐶𝑀

64𝜋2𝑠 | ®𝑝1 |𝐶𝑀
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2

= − 1
64𝜋𝑠 | ®𝑝1 |2𝐶𝑀

|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2
(7.81)

上面的计算是在质心系中计算 Fixed-target 系中的散射截面，有时候想计算非 fixed target 系中的散射截面，

𝑑𝜎 =
1

(2𝐸1)(2𝐸2) |𝒗1 − 𝒗2 |
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 1

(2𝜋)2
1

4
√
𝑠 | ®𝑝1′ |𝐶𝑀

| ®𝑝1′ |2𝐶𝑀𝑑Ω𝐶𝑀 , (7.82)

=
1

(2𝐸1)(2𝐸2) |𝒗1 − 𝒗2 |
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 1

(2𝜋)2
1

4
√
𝑠
| ®𝑝1′ |𝐶𝑀𝑑Ω𝐶𝑀 . (7.83)

其中，第一项分式中的量要在同一个参考系中计算，并且这个参考系就是定义散射截面的参考系。

如果出射的粒子 j 有 𝑛 𝑗 个与他相同。这些粒子有 𝑛 𝑗 ! 种排布顺序导致的散射结果结果都是相同的。也

就是只用 1
𝑛𝑖! 的散射截面就可以得到同样的散射结果。

𝜎 → 1
𝑆
𝜎 𝑆 = Π 𝑗

1
𝑛 𝑗 !

(7.84)

𝜑32-2 ... 懒得写了，在 Srednicki 上面

这部分好像是有点问题，LSZ formula 可能本来不适用，如果直接认为 LSZ formula 仍然适用。需要

改变的是

〈𝑖 |𝑖〉 = 2𝐸1𝑉 2𝐸2𝑉 → 〈𝑖 |𝑖〉 = 2𝐸1𝑉 (7.85)
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7.4 Optics Theorem

原来两个粒子碰撞时候:

𝑑𝑃 =
𝛿 (4) (0)𝛿 (4) (Σ𝑝)(2𝜋)8 |〈 𝑓 |T |𝑖〉|2
(2𝐸1𝑉)(2𝐸2𝑉)Π 𝑗 (2𝐸 𝑗𝑉)

Π 𝑗
𝑉

(2𝜋)3
𝑑3 ®𝑝 𝑗

=
𝑇

𝑉

1
(2𝐸1)(2𝐸2)

|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)Π 𝑗
𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗

(7.86)

现在改写为:

𝑑𝑃 =
𝑇

1
1
(2𝐸1)

|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2 (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)Π 𝑗
𝑑3𝑝 𝑗

(2𝜋)3
1

2𝐸 𝑗
(7.87)

𝑑𝑃

𝑇
= Γ =

1
2𝐸1
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2𝑑𝐿𝐼𝑃𝑆𝑛′ (𝑝1) (7.88)

1/𝐸1 和时间膨胀有关系

7.4 Optics Theorem
在 Schrodinger 绘景中，散射 S 算符写为

𝑆 = 1 + 𝑖𝑇 . (7.89)

由于 S 是一个幺正算符，
𝑆†𝑆 =(1 − 𝑖𝑇†) (1 + 𝑖𝑇),

=1 − 𝑖𝑇† + 𝑖𝑇 + 𝑇†𝑇,

=1.

(7.90)

于是

𝑇†𝑇 = 𝑖(𝑇† − 𝑇). (7.91)

现在对上等式左右用态矢量 |𝑖〉做内积

〈𝑖 |𝑇†𝑇 |𝑖〉 = 𝑖〈𝑖 |𝑇† − 𝑇 |𝑖〉. (7.92)

对左式中间插入完备基，

〈𝑖 |𝑇†𝑇 |𝑖〉 = 𝑖〈𝑖 |𝑇† − 𝑇 |𝑖〉 (7.93)∑
𝑗

〈𝑖 |𝑇† | 𝑗〉〈 𝑗 |𝑇 |𝑖〉 = 2𝐼𝑚〈𝑖 |𝑇 |𝑖〉. (7.94)

考虑到 S operator 的具体形式 {
𝑆 = 1 + (2𝜋)4𝛿 (4) (Σ𝑝)𝑖T (7.95)

并将插入完备基的求和变为积分

(2𝜋)4𝛿 (4) (
∑

𝑝)
ˆ
𝑑𝑝1 · · · 𝑑𝑝𝑛 (2𝜋)4𝛿 (4) (

∑
𝑝) |〈𝑖 |𝑖T | 𝑗〉|2 = 2 (2𝜋)4𝛿 (4) (

∑
𝑝) 𝐼𝑚〈𝑖 |T |𝑖〉 (7.96)

ˆ
𝑑𝑝1 · · · 𝑑𝑝𝑛 (2𝜋)4𝛿 (4) (

∑
𝑝) |〈𝑖 |𝑖T | 𝑗〉|2 = 2 𝐼𝑚〈𝑖 |T |𝑖〉, (7.97)

ˆ
𝑑𝐿𝐼𝑃𝑆 |〈𝑖 |𝑖T | 𝑗〉|2 = 2 𝐼𝑚〈𝑖 |T |𝑖〉. (7.98)

需要注意，T 不是散射振幅 𝑖T 才是。

7.5
Lagrangian 写为:

L =
1
2
𝑍𝜑𝜕

𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −
1
2
𝑍𝑚𝑚

2𝜑2 + 1
𝑛!
𝑍𝑔𝑔𝜑

𝑛 + 𝑌𝜑 (7.99)
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7.6 Lehmann-Kallen form of exact propagator

自然单位制下，ℏ = 𝑐 = 1。所有单位都可以用质量单位表示。考虑自然单位的定义。

[ℏ] = [𝑚] [𝐿]2 [𝑇]−1 [𝑐] = [𝐿] [𝑇]−1 (7.100)

得到:
[𝑚] = [𝑚] [𝐿] = [𝑇] = [𝑚]−1 (7.101)

由于作用量的单位是 1（作用量出现在 e 指数上）, 观察 Lagrangian 中第一项

[𝐿]𝑑 [𝜑]2 [𝐿]−2 = 1⇒ [𝜑] = [𝐿] (2−𝑑)/2 = [𝑚] (𝑑−2)/2 (7.102)

g 的单位（也是通过作用量的单位为 1 得到）:

[𝐿]𝑑 [𝑔] [𝜑]𝑛 = 1⇒ [𝑚]−𝑑 [𝑔] [𝑚]𝑛(𝑑−2)/2 = 1⇒ [𝑔] = [𝑚]𝑑− 1
2 (𝑑−2)𝑛 (7.103)

发现有特殊点:𝑑 = 4, 𝑛 = 3⇒ [𝑔] = 1

7.6 Lehmann-Kallen form of exact propagator
在 Poincare 变换章节中讲到推广的 Heisenberg Equation of motion (4.39)。{

exp
(
− 1
𝑖ℏ𝑃 · (𝑥2 − 𝑥1)

)
𝜙(𝑥1) exp

(
1
𝑖ℏ𝑃 · (𝑥2 − 𝑥1)

)
= 𝜙(𝑥2) (7.104)

考虑内积式:
〈0|𝜑(𝑥) |0〉 (7.105)

利用量子场的平移关系:
〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 〈0| exp (𝑖𝑃 · 𝑥) 𝜑(0) exp (−𝑖𝑃 · 𝑥) |0〉 (7.106)

对于上面的式子，|0〉 代表 Heisenberg Pic 下的真空。四维动量 𝑃 是场的动量。同时也是 Poincare 变化的生成元

算符。通过 Poincare 代数生成元的对易关系，𝑃 之间是相互对易的，意味着它们在 Heisenberg Pic 中是不随时间

变化的。同时，知道在 𝑡 → ±∞时，场可以按照生成湮灭算符展开，此时，能动量算符 𝑃 也可以用产生湮灭算

符展开。也就是 𝑃 |0〉 = 0。于是:

〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 〈0| exp (𝑖𝑃 · (𝑥 − 𝑥0)) 𝜑(𝑥0) exp (−𝑖𝑃 · (𝑥 − 𝑥0)) |0〉

= 〈0|𝜑(𝑥0) |0〉.
(7.107)

实际上 〈0|𝜑(𝑥) |0〉是一个与 x 没有关系的量，它对于所有的 x 都相等。

特别的，要求计算 〈0|𝜑(𝑥) |0〉|𝑡→∞ 时场可以用产生湮灭算符展开。此时 〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 0。于是:

〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 0. (7.108)

考虑：

〈𝑝 |𝜑(𝑥) |0〉. (7.109)

这个式子中的 |0〉就是 Heisenberg pic 的真空态，而 |𝑝〉是单粒子能动量的本征态，满足归一化关系:

〈𝑝 |𝑝′〉 = (2𝜋)𝑑−12𝑤𝒑𝛿
(𝑑−1) ( ®𝑝 − ®𝑝′),

ˆ
𝑑𝑑−1𝑝

(2𝜋)𝑑−12𝑤𝒑
|𝑝〉〈𝑝 | = I1. (7.110)

其中 𝐼1 是单粒子子空间单位算符。使用 Poincare 代数导出的场算符的平移关系：

〈𝑝 |𝜑(𝑥) |0〉 = 〈𝑝 | exp (+𝑖𝑃 · (𝑥 − 𝑥0)) 𝜑(𝑥0) exp (−𝑖𝑃 · (𝑥 − 𝑥0)) |0〉. (7.111)

真空态是能动量算符的本征态，本征值是 0。考虑到这一点，

〈𝑝 |𝜑(𝑥) |0〉 = exp (+𝑖𝑝 · (𝑥 − 𝑥0)) 〈𝑝 |𝜑(𝑥0) |0〉. (7.112)

对于上式，取 𝑡𝑥0 →∞，此时场可以用自由场展开。要求（|𝑝〉是单粒子态）:

〈𝑝 |𝜑(𝑥0) |0〉 = exp (𝑖𝑝 · 𝑥0) . (7.113)

54



7.6 Lehmann-Kallen form of exact propagator

于是:
〈𝑝 |𝜑(𝑥) |0〉 = exp (+𝑖𝑝 · 𝑥) × 1. (7.114)

量子化条件要求:

〈𝑝 |𝜑(𝑥) |0〉 = exp (+𝑖𝑝 · 𝑥) , 〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 0. (7.115)

多粒子态定义为：

|𝑝, 𝑛〉, 𝑃 |𝑝, 𝑛〉 = 𝑝 |𝑝, 𝑛〉, 〈𝑝, 𝑛|𝑝′, 𝑛′〉 = 𝛿𝑛,𝑛′ (2𝜋)𝑑−12𝑤𝒑𝛿
(𝑑−1) ( ®𝑝 − ®𝑝′),

∑
𝑛

ˆ
𝑑𝑑−1𝑝

(2𝜋)𝑑−12𝑤𝒑
|𝑝, 𝑛〉〈𝑝, 𝑛| = IH/I1 .

(7.116)
我对多粒子的理解是，在 𝑡 → +∞时自由场生成的 Fock 空间中定义的多粒子态。单用他们的总动量 𝑝 是不能描

述状态的，𝑛中包含了粒子的数量和他们的相对速度性质。所以：

𝑤𝒑 =
√
𝑀2 + 𝒑2, 𝑀 ≥ 2𝑚. (7.117)

利用 Poincare 代数平移性质:{
exp

(
− 1
𝑖ℏ𝑃 · (𝑥2 − 𝑥1)

)
𝜙(𝑥1) exp

(
1
𝑖ℏ𝑃 · (𝑥2 − 𝑥1)

)
= 𝜙(𝑥2). (7.118)

多粒子态的内积性质
〈𝑝, 𝑛|𝜑(𝑥) |0〉 = 〈𝑝, 𝑛| exp (+𝑖𝑃 · 𝑥) 𝜑(0) exp (−𝑖𝑃 · 𝑥) |0〉

= exp (+𝑖𝑝 · 𝑥) 〈𝑝, 𝑛|𝜑(0) |0〉
(7.119)

因为这一项没有办法在平移到自由场状态时找到普遍规律，所以就先写为这个形式。（如果简单的将多粒子态考

虑为 𝑡 → +∞时候的粒子态，那么它和真空态与场算符的缩并一定是 0，不过实际上不是，Srednicki 40 页说了，

以后再整理吧）

考虑真实场和真空的内积关系:

〈0|𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉. (7.120)

考虑由所有本征态组成的单位算符：{
I = |0〉〈0| +

´
𝑑𝑝 |𝑝〉〈𝑝 | +

∑
𝑛

´
𝑑𝑝 |𝑝, 𝑛〉〈𝑝, 𝑛|. (7.121)

将它插入到内积关系中：
〈0|𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉 =〈0|𝜑(𝑥) |0〉〈0|𝜑(𝑦) |0〉

+
ˆ
𝑑𝑝〈0|𝜑(𝑥) |𝑝〉〈𝑝 |𝜑(𝑦) |0〉

+
∑
𝑛

ˆ
𝑑𝑝〈0|𝜑(𝑥) |𝑝, 𝑛〉〈𝑝, 𝑛|𝜑(𝑦) |0〉.

(7.122)

利用粒子态的内积性质: 
〈𝑝, 𝑛|𝜑(𝑥) |0〉 = exp (+𝑖𝑝 · 𝑥) 〈𝑝, 𝑛|𝜑(0) |0〉

〈𝑝 |𝜑(𝑥) |0〉 = exp (+𝑖𝑝 · 𝑥) , 〈0|𝜑(𝑥) |0〉 = 0.
(7.123)

〈0|𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉 =
ˆ
𝑑𝑝𝑒−𝑖 𝑝 (𝑥−𝑦) +

∑
𝑛

ˆ
𝑑𝑝𝑒−𝑖 𝑝 (𝑥−𝑦) 〈0|𝜑(0) |𝑝, 𝑛〉〈𝑝, 𝑛|𝜑(0) |0〉

=
ˆ
𝑑𝑝𝑒−𝑖 𝑝 (𝑥−𝑦) +

ˆ ∞
4𝑚2

𝑑𝑠

ˆ
𝑑𝑝𝑒−𝑖

√
𝑠+𝒑2 (𝑥0−𝑦0 )+𝑖𝒑 (𝒙−𝒚 ) 𝜌(𝑠).

(7.124)

上面式子中的 s 表示了多粒子态粒子数以及相对运动速度。在固定 s 后，多粒子态的能量可以写为
√
𝑠 + 𝒑2 𝑠 ≥

(2𝑚)2。
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真实传播子:

〈0|𝑇 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉 = 𝜃 (𝑥0 − 𝑦0)〈0|𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉 + 𝜃 (𝑦0 − 𝑥0)〈0|𝜑(𝑦)𝜑(𝑥) |0〉. (7.125)

考虑到计算自由场传播子时候的性质以及一些积分围道的巧妙选取 (6.3):{
Δ(𝑥 − 𝑥′) =

´
𝑑4𝑘
(2𝜋 )4

𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥
′ )

−𝑘2+𝑚2−𝑖 𝜖 = 𝜃 (𝑥0 − 𝑥′0)
´
𝑖 𝑑 𝑘̃𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ ) + 𝜃 (𝑥′0 − 𝑥0)
´
𝑖 𝑑 𝑘̃𝑒+𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ ) . (7.126)

而真实传播子可以写为:

〈0|𝑇 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉 = 𝜃 (𝑥0 − 𝑦0)〈0|𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉 + 𝜃 (𝑦0 − 𝑥0)〈0|𝜑(𝑦)𝜑(𝑥) |0〉

= 𝜃 (𝑥0 − 𝑦0)
ˆ
𝑑𝑝𝑒−𝑖 𝑝 (𝑥−𝑦) + 𝜃 (𝑦0 − 𝑥0)

ˆ
𝑑𝑝𝑒−𝑖 𝑝 (𝑦−𝑥 )

+
ˆ ∞

4𝑚2
𝑑𝑠𝜌(𝑠)

ˆ (
𝜃 (𝑥0 − 𝑦0)𝑑𝑝𝑒−𝑖

√
𝑠+𝒑2 (𝑥0−𝑦0 )+𝑖𝒑 (𝒙−𝒚 ) + 𝜃 (𝑦0 − 𝑥0)𝑑𝑝𝑒−𝑖

√
𝑠+𝒑2 (𝑦0−𝑥0 )+𝑖𝒑 (𝒚−𝒙)

)
=

1
𝑖

ˆ
𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ )

−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
+
ˆ ∞

4𝑚2
𝑑𝑠𝜌(𝑠) 1

𝑖

ˆ
𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ )

−𝑘2 + 𝑠 − 𝑖𝜖
.

(7.127)
考虑真实传播子的定义以及动量空间中的传播子:{

𝑖〈0|𝑇 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) |0〉 = 𝚫(𝒙 − 𝒚) =
´

𝑑𝑑𝑘
(2𝜋 )𝑑 𝚫(𝑘

2) (7.128)

于是，真实传播子以及真实传播子在动量空间中的函数为：

𝚫(𝒙 − 𝒚) =
ˆ

𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ )

−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
+
ˆ ∞

4𝑚2
𝑑𝑠𝜌(𝑠)

ˆ
𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥

′ )

−𝑘2 + 𝑠 − 𝑖𝜖
,

𝚫(𝑘2) = 𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥
′ )

−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
+
ˆ ∞

4𝑚2
𝑑𝑠𝜌(𝑠) 𝑒

−𝑖𝑘 (𝑥−𝑥′ )

−𝑘2 + 𝑠 − 𝑖𝜖

(7.129)

Lehmann-Kallen 真实传播子告诉我们真实传播子在动量空间中存在奇点 𝑘2 = 𝑚2。并且留数是 1。

7.7 Loop Correction to Propagator
1 Particle Irreducible diagram and Real propagator 定义 Real propagator 为 (Generation Func: 𝑍 [𝐽] = exp 𝑖𝑊 [𝐽],
𝑖𝑊 [𝐽] is Connected Diagram without Tadpoles With two-point counterterm):

1
𝑖
𝚫(𝑥1 − 𝑥2) = 〈0|𝑇𝜑(𝑥1)𝜑(𝑥2) |0〉 =

1
𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)

1
𝑖𝛿𝐽 (𝑥2)

𝑖𝑊 [𝐽] |𝐽=0 (7.130)

Real Propagator 总可以表示成几何级数的形式 (观察得到)

+ Π + Π Π + · · · (7.131)

中间的圈叫做”1 particle Irreducible diagram”。如图，Real Propagator在动量空间可以写为 (它并不是 LSZ Reduction
formula 得到的):

1
𝑖
Δ(𝑘2) + 1

𝑖
Δ(𝑘2)𝑖Π(𝑘2) 1

𝑖
Δ(𝑘2) + · · ·

=
1
𝑖
Δ(𝑘2) 1

1 − Π(𝑘2)Δ(𝑘2)

(7.132)

考虑动量空间传播子的表达式: {
1
𝑖 Δ(𝑘2) = −𝑖

−𝑘2+𝑚2−𝑖 𝜖
(7.133)

上式 =
1
𝑖

1
−𝑘2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖 − Π(𝑘2)

(7.134)

按照 lehmann-kallen form propagator 中的推导（这个推导一直看不明白），1-PI 图应该满足性质，这个是用来确

定 Counterterm 的。

Π(𝑚2) = 0 Π′ (𝑚2) = 0 (7.135)
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1-PI in lowest order 直接在动量图里考虑 Real Propagator。考虑 2 阶修正，Real Propagator 可以表示为:

1
𝑖
𝚫(𝑘2) = 𝑘 +

𝑘

𝑘 + 𝑙

𝑙
𝑘

+ 𝑘 𝑘 + higher order (7.136)

具体用积分表示为 (第二个图上下 propagator 交换与左右 vertex 同时交换腿的结果相同所以有一个 symmetry fac-
tor 1/2):

1
𝑖
𝚫(𝑘2) = 1

𝑖
Δ(𝑘2) + 1

𝑖
Δ(𝑘2)

[
𝑖Π(𝑘2)

] 1
𝑖
Δ(𝑘2) +𝑂 (𝑔4) (7.137)

其中

𝑖Π(𝑘2) = 1
2
(𝑖𝑔)2

(
1
𝑖

)2 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
Δ

(
(𝑙 + 𝑘)2

)
Δ

(
𝑙2

)
− 𝑖

(
−(𝑍𝜑 − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚 − 1)𝑚2

)
+𝑂 (𝑔4) (7.138)

有时将 Counter term 表示为:
𝐴 = (𝑍𝜑 − 1) 𝐵 = (𝑍𝑚 − 1) (7.139)

按照前文，1-PI diagram 的最低阶为 (d<4 6 ):

𝑖Π(𝑘2) = 1
2
(𝑖𝑔)2

(
1
𝑖

)2 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
Δ

(
(𝑙 + 𝑘)2

)
Δ

(
𝑙2

)
− 𝑖

(
−(𝑍𝜑 − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚 − 1)𝑚2

)
+𝑂 (𝑔4) (7.140)

我们现在计算它在约束条件 Π(𝑚2) = 0 Π′ (𝑚2) = 0 下的值。

Feynman Feynman Formula:
1

𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛
=
ˆ
𝑑𝐹𝑛 (𝑥1𝐴1 + · · · 𝑥𝑛𝐴𝑛)−𝑛

ˆ
𝑑𝐹𝑛 =

ˆ 1

0
(𝑛 − 1)!𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛𝛿(𝑥1 + · · · 𝑥𝑛 − 1)

ˆ
𝑑𝐹𝑛 = 1

(7.141)

对 𝑛 = 2 时候，
1

𝐴1𝐴2
=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝛿(𝑥1 + 𝑥2 − 1) 1

(𝑥1𝐴1 + 𝑥2𝐴2)2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1

1
(𝑥1𝐴1 + (1 − 𝑥1)𝐴2)2

(7.142)

在这个例子中 (𝑚2 − 𝑖𝜖 简写为 𝑚2)：

Δ
(
(𝑘 + 𝑙)2

)
Δ

(
𝑙2

)
=

1
(−𝑙2 + 𝑚2)

(
−(𝑙 + 𝑘)2 + 𝑚2)

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
𝑥
(
−(𝑙 + 𝑘)2 + 𝑚2) + (1 − 𝑥) (−𝑙2 + 𝑚2)

]2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
−(𝑙 + 𝑘𝑥)2 + 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2

]2

(7.143)

取 (𝐷2 中的 𝑘2 如果很大的，𝐷2 是有可能小于 0 的, 我觉得解释这一点的方法是认为 𝑘2 总是在 𝑚2 附近的):

𝑞 = 𝑙 + 𝑘𝑥 𝐷2 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 (𝐷2 > 0) 𝐷 ∼
√
𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 ′ (7.144)

需要考虑的积分（先只考虑 1PI 中的第一项）变为:
1
2
(𝑖𝑔)2

(
1
𝑖

)2 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
Δ

(
(𝑙 + 𝑘)2

)
Δ

(
𝑙2

)
=

1
2
(𝑖𝑔)2

(
1
𝑖

)2 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
−𝑞2 + 𝐷2

]2 (7.145)
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做积分变换:
𝑑𝑙 → 𝑑𝑞 (7.146)

于是:

上式 =
1
2
(𝑖𝑔)2

(
1
𝑖

)2 ˆ 1

0
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1[

−𝑞2 + 𝐷2
]2

=
1
2
(𝑔)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑−1𝑞𝑑𝑞0

(2𝜋)𝑑
1[

−(𝑞0 −
√
| ®𝑞 |2 + 𝐷2) (𝑞0 +

√
| ®𝑞 |2 + 𝐷2)

]2

(7.147)

其中: √
| ®𝑞 |2 + 𝐷2 ∼

√
| ®𝑞 |2 + 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 ′ (7.148)

Wick Rotation 如果先对 𝑞0 积分，它的积分围道是:

x

y

(7.149)

现在把积分扩展到复平面，首先考虑如果进行如下围道的积分:

x

y

(7.150)

因为它不经过任何奇点，所以它的积分值是 0，而圆周部分的积分，如果在无穷远处也是 0的话，就可以把 −∞ →
+∞的积分转化为 −𝑖∞→ +𝑖∞的积分。 ˆ +∞

−∞
𝑑𝑞0 ∼=

ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 ∼ (7.151)

为了方便，一般定义新变量:

𝑞0 = 𝑖𝑞𝑑 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 = 𝑖
ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞𝑑 ; 𝑞2 = (𝑞0)2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞𝑑 |2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞 (𝑑) |2 (7.152)

将这个操作用到上面的积分（把 𝑞 (𝑑) 理解为 minkowski 空间中的向量, 后面就不写这个上指标了。）:

上式 =
1
2
(𝑖𝑔)2

(
1
𝑖

)2 ˆ 1

0
𝑑𝑥

ˆ
𝑑 (𝑑−1)𝑞𝑑𝑞0

(2𝜋)𝑑
1[

−𝑞2 + 𝐷2
]2

= 𝑖
1
2
(𝑔)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

ˆ
𝑑 (𝑑−1)𝑞𝑑𝑞𝑑

(2𝜋)𝑑
1[

(𝑞 (𝑑) )2 + 𝐷2
]2

= 𝑖
1
2
(𝑔)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞 (𝑑)

(2𝜋)𝑑
1[

(𝑞 (𝑑) )2 + 𝐷2
]2

(7.153)

Gamma Function 积分公式写为 (式子中所有向量都是 Euclidian 空间的):ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)𝑎
(𝑞2 + 𝐷)𝑏

=
Γ(𝑏 − 𝑎 − 1

2𝑑)Γ(𝑎 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(𝑏)Γ( 12𝑑)
𝐷−(𝑏−𝑎−𝑑/2) (7.154)
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对于所要考虑的积分，𝑎 = 0, 𝑏 = 2, 重新定义了一下 D, 𝐷2 → 𝐷

上式 = 𝑖
1
2
(𝑔)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞 (𝑑)

(2𝜋)𝑑
1[

(𝑞 (𝑑) )2 + 𝐷2
]2

= 𝑖
1
2
(𝑔)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

Γ(2 − 1
2𝑑)Γ(

1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−𝑑/2)

𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2

(7.155)

根据维度分析的结论，在自然单位制下 [𝑔] = [𝑚]𝑑− 1
2 (𝑑−2)𝑛。对于这个问题，𝑛 = 3，于是 [𝑔] = [𝑚]3− 1

2 𝑑 取 𝑑 = 6−𝜖。
[𝑔] = [𝑚] 𝜖 /2。(这种 𝜖 → 0 的方法是 Dimensional Regularization) 为了让 g 是一个没有量纲的数：

𝑔 → 𝑔𝜇̃𝜖 /2 [𝜇̃] = [𝑚] (7.156)

于是

上式 = 𝑖
1
2
(𝑔𝜇̃𝜖 /2)2

ˆ 1

0
𝑑𝑥

Γ(−1 + 𝜖
2 )

(4𝜋)3 (4𝜋)− 𝜖
2
𝐷1− 𝜖

2

= 𝑖
1
2
(𝑔)2

Γ(−1 + 𝜖
2 )

(4𝜋)3
ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷

(
4𝜋𝜇̃2

𝐷

) 𝜖 /2 (7.157)

Gamma Function 具有性质 (非负整数 n 和小量 x):

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Γ(𝑛 + 1
2 ) = (2𝑛)!𝑛!2𝑛

√
𝜋

Γ(−𝑛 + 𝑥) = (−1)𝑛
𝑛!

[ 1
𝑥 − 𝛾 +

∑𝑛
𝑘=1 𝑘

−1 +𝑂 (𝑥)
]

𝛾 = 0.5772

(7.158)

按照这个性质进行展开 (𝐴 𝜖
2 = exp[ 𝜖2 ln(𝐴)] ∼ 1 + 𝜖

2 ln(𝐴)):

上式 = −𝑖 1
2

𝑔2

(4𝜋)3
( 2
𝜖
− 𝛾 + 1)

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷

(
1 + 𝜖

2
ln

(
4𝜋𝜇̃2

𝐷

)
+𝑂 (𝜖2)

)
= −𝑖 1

2
𝑔2

(4𝜋)3
ˆ 1

0
𝑑𝑥

(
( 2
𝜖
+ 1)𝐷 − 𝛾𝐷 + 𝐷 ln

(
4𝜋𝜇̃2

𝐷

)
+𝑂 (𝜖)

)
= −𝑖 1

2
𝑔2

(4𝜋)3
ˆ 1

0
𝑑𝑥

(
( 2
𝜖
+ 1)𝐷 + 𝐷 ln

(
4𝜋𝜇̃2

𝑒𝛾𝐷

)
+𝑂 (𝜖)

) (7.159)

考虑到 D 的表达式，并定义新的变量:
𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 →

´
𝑑𝑥𝐷 = 𝑚2 − 1

2 𝑘
2 + 1

3 𝑘
2 = 𝑚2 − 1

6 𝑘
2

𝜇 =
√

4𝜋𝑒𝛾/2 𝜇̃
(7.160)

上式 = −𝑖 1
2

𝑔2

(4𝜋)3

(
( 2
𝜖
+ 1) (𝑚2 − 1

6
𝑘2) +

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝜇2

𝐷

) )
(7.161)

1-PI in lowest order.

𝑖Π(𝑘2) = −𝑖 1
2

𝑔2

(4𝜋)3

(
( 2
𝜖
+ 1) (𝑚2 − 1

6
𝑘2) +

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝜇2

𝐷

) )
− 𝑖

(
−(𝑍𝜑 − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚 − 1)𝑚2

)
= −𝑖 1

2
𝑔2

(4𝜋)3

(
( 2
𝜖
+ 1) (𝑚2 − 1

6
𝑘2) +

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝜇2

𝐷

) )
− 𝑖

(
−𝐴𝑘2 + 𝐵𝑚2

)
= −𝑖 1

2
𝑔2

(4𝜋)3

(
( 2
𝜖
+ 1) (𝑚2 − 1

6
𝑘2) +

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝑚2

𝐷

)
+
ˆ 1

0
𝑑𝑥2𝐷 ln

( 𝜇
𝑚

) )
− 𝑖

(
−𝐴𝑘2 + 𝐵𝑚2

)
= −𝑖 1

2
𝑔2

(4𝜋)3

(
( 2
𝜖
+ 1) (𝑚2 − 1

6
𝑘2) +

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝑚2

𝐷

)
+ 2(𝑚2 − 1

6
𝑘2) ln

( 𝜇
𝑚

) )
− 𝑖

(
−𝐴𝑘2 + 𝐵𝑚2

)
= 𝑖

1
2

𝑔2

(4𝜋)3
ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝐷

𝑚2

)
+ 𝑖

(
1
6

𝑔2

(4𝜋)3

[
1
𝜖
+ 1

2
+ ln( 𝜇

𝑚
)
]
+ 𝐴

)
𝑘2 − 𝑖

(
𝑔2

(4𝜋)3

[
1
𝜖
+ 1

2
+ ln( 𝜇

𝑚
)
]
+ 𝐵

)
𝑚2

(7.162)
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7.8 Loop Correction to the vertex

取系数 A,B 分别为: 
𝐴 = − 1

6
𝑔2

(4𝜋 )3
[ 1
𝜖 +

1
2 + ln( 𝜇𝑚 )

]
− 1

6
𝑔2

(4𝜋 )3 𝑘𝐴

𝐵 = − 𝑔2

(4𝜋 )3
[ 1
𝜖 +

1
2 + ln( 𝜇𝑚 )

]
− 𝑔2

(4𝜋 )3 𝑘𝐵
(7.163)

𝑖Π(𝑘2) = 𝑖 1
2

𝑔2

(4𝜋)3
ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝐷

𝑚2

)
+ 𝑖 𝑔2

(4𝜋)3

(
−1

6
𝑘𝐴𝑘

2 + 𝑘𝐵𝑚2
)

(7.164)

将系数写为: {
𝛼 = 𝑔2

(4𝜋 )3
(7.165)

𝑖Π(𝑘2) = 𝑖 1
2
𝛼

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝐷

𝑚2

)
+ 𝑖𝛼

(
−1

6
𝑘𝐴𝑘

2 + 𝑘𝐵𝑚2
)

(7.166)

为了满足条件:Π(𝑚2) = 0 Π′ (𝑚2) = 0。直接计算发现可以这样给定系数 𝑘𝐴 = − 1
2 , 𝑘𝐵 = − 1

12

𝑖Π(𝑘2) = 𝑖 1
2
𝛼

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝐷

𝐷0

)
− 𝑖𝛼

(
− 1

12
𝑘2 + 1

12
𝑚2

)
(7.167)

其中 {
𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 𝐷0 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑚2 𝛼 = 𝑔2

(4𝜋 )3
(7.168)

7.8 Loop Correction to the vertex
这里也是 𝜑3 场，直接在动量空间中考虑。对于 Exact 3-point vertex function 𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3). 它定义为 sum of

one-particle irreducible diagrams with 3 external lines。直接考虑 Exact 3-point vertex function 在动量表示中的最低

阶修正:

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) =

𝑘3

𝑘2

𝑘1

+ 𝑘3 𝑘2

𝑘1

𝑘2 + 𝑙

𝑙 − 𝑘1 𝑙

+𝑂 (𝑔5) (7.169)

用式子表达上面的图为

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 𝑖𝑍𝑔𝑔 + (𝑖𝑔)3 (
1
𝑖
)3
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
Δ

(
(𝑙 − 𝑘1)2

)
Δ

(
(𝑙 + 𝑘2)2

)
Δ

(
𝑙2

)
(7.170)

Feynman 考虑积分中的传播子相乘:

Δ
(
(𝑙 − 𝑘1)2

)
Δ

(
(𝑙 + 𝑘2)2

)
Δ

(
𝑙2

)
=

1
−(𝑙 − 𝑘1)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

1
−(𝑙 + 𝑘2)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

1
−(𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

=
ˆ
𝑑𝐹3

[
−𝑥1 (𝑙 − 𝑘1)2 − 𝑥2 (𝑙 + 𝑘2)2 − 𝑥3𝑙

2 + 𝑚2]−3
(7.171)

其中 ˆ
𝑑𝐹3 = 2𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1) (7.172)
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7.8 Loop Correction to the vertex

于是:

−𝑥1 (𝑙 − 𝑘1)2 − 𝑥2 (𝑙 + 𝑘2)2 − 𝑥3𝑙
2 + 𝑚2 = −𝑥1 (𝑙2 + 𝑘2

1 − 2𝑙𝑘1) − 𝑥2 (𝑙2 + 𝑘2
2 + 2𝑙𝑘2) − (1 − 𝑥1 − 𝑥2)𝑙2 + 𝑚2

= −𝑙2 + 2𝑙 (𝑥1𝑘1 − 𝑥2𝑘2) − 𝑥1𝑘
2
1 − 𝑥2𝑘

2
2 + 𝑚2

= − (𝑙 − (𝑥1𝑘1 − 𝑥2𝑘2))2 + (𝑥1𝑘1 − 𝑥2𝑘2)2 − 𝑥1𝑘
2
1 − 𝑥2𝑘

2
2 + 𝑚2

= − (𝑙 − (𝑥1𝑘1 − 𝑥2𝑘2))2 − 𝑥1 (1 − 𝑥1)𝑘2
1 − 𝑥2 (1 − 𝑥2)𝑘2

2 − 2𝑥1𝑥2𝑘1𝑘2 + 𝑚2

= −𝑞2 + 𝐷
(7.173)

𝐷 = −𝑥1 (1 − 𝑥1)𝑘2
1 − 𝑥2 (1 − 𝑥2)𝑘2

2 − 2𝑥1𝑥2𝑘1𝑘2 + 𝑚2

= −𝑥1 (1 − 𝑥1 − 𝑥2)𝑘2
1 − 𝑥2 (1 − 𝑥2 − 𝑥1)𝑘2

2 − 𝑥1𝑥2𝑘
2
1 − 𝑥1𝑥2𝑘

2
2 − 2𝑥1𝑥2𝑘1𝑘2 + 𝑚2

= −𝑥1 (1 − 𝑥1 − 𝑥2)𝑘2
1 − 𝑥2 (1 − 𝑥2 − 𝑥1)𝑘2

2 − 𝑥1𝑥2 (𝑘1 + 𝑘2)2 + 𝑚2

= −𝑥1𝑥3𝑘
2
1 − 𝑥2𝑥3𝑘

2
2 − 𝑥1𝑥2𝑘

2
3 + 𝑚2

𝑞 = 𝑙 − (𝑥1𝑘1 − 𝑥2𝑘2)

(7.174)

经过 Feynman 参数法后，Vertex Function 修正为 (d<6 6 ):

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 𝑖𝑍𝑔𝑔 + (𝑖𝑔)3 (
1
𝑖
)3
ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
1[

−𝑞2 + 𝐷
]3

= 𝑖𝑍𝑔𝑔 + (𝑔)3
ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1[

−𝑞2 + 𝐷
]3

(7.175)

Wick Rotation 如果考虑到虚数部分，

𝐷 = −𝑥1𝑥3𝑘
2
1 − 𝑥2𝑥3𝑘

2
2 − 𝑥1𝑥2𝑘

2
3 + 𝑚2 − 𝑖𝜖 (7.176)

和上一节一样，可以使用 Wick Rotation。ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞

𝑞0 = 𝑖𝑞𝑑 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 = 𝑖
ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞𝑑 𝑞2 = (𝑞0)2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞 (𝑑) |2
(7.177)

使用 Wick Rotation 之后，积分变为 Euclidian 空间中的积分:

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 𝑖𝑍𝑔𝑔 + 𝑖(𝑔)3
ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1[

𝑞2 + 𝐷
]3 (7.178)

Gamma Function Gamma Function 积分公式写为 (其中所有向量都是 Minkowski 空间中的):ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)𝑎
(𝑞2 + 𝐷)𝑏

=
Γ(𝑏 − 𝑎 − 1

2𝑑)Γ(𝑎 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(𝑏)Γ( 12𝑑)
𝐷−(𝑏−𝑎−𝑑/2) (7.179)

在这个问题中，𝑎 = 0, 𝑏 = 3.
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1[

𝑞2 + 𝐷
]3 =

Γ(3 − 1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)
𝐷−(3−

𝑑
2 )

=
Γ(3 − 1

2𝑑)
2(4𝜋)𝑑/2

𝐷−(3−
𝑑
2 )

(7.180)
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7.8 Loop Correction to the vertex

在 𝑑 = 6 − 𝜖 处考虑。𝜖 是小量。并且改写 𝑔 → 𝑔𝜇̃𝜖 /2，改写后的 g 是一个无量纲的量。此时，Vertex Function 写

为:

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 𝑖𝑍𝑔𝑔𝜇̃𝜖 /2 + 𝑖(𝑔)3 ( 𝜇̃)3𝜖 /2
ˆ
𝑑𝐹3

Γ(3 − 1
2𝑑)

2(4𝜋)𝑑/2
𝐷−(3−

𝑑
2 )

= 𝑖𝑍𝑔𝑔𝜇̃
𝜖 /2 + 𝑖(𝑔)3 ( 𝜇̃)3𝜖 /2

ˆ
𝑑𝐹3

Γ( 𝜖2 )
2(4𝜋)3 (4𝜋)− 𝜖

2
𝐷−(3−

𝑑
2 )

= 𝑖𝑍𝑔𝑔𝜇̃
𝜖 /2 + 𝑖(𝑔)3 ( 𝜇̃)3𝜖 /2

ˆ
𝑑𝐹3

Γ( 𝜖2 )
2(4𝜋)3 (4𝜋)− 𝜖

2
𝐷−

𝜖
2

= 𝑖𝑍𝑔𝑔𝜇̃
𝜖 /2 + 𝑖(𝑔)3

ˆ
𝑑𝐹3

Γ( 𝜖2 )
2(4𝜋)3

(
4𝜋𝜇̃3

𝐷

) 𝜖
2

(7.181)

Gamma Function 具有性质 (非负整数 n 和小量 x):

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Γ(𝑛 + 1
2 ) = (2𝑛)!𝑛!2𝑛

√
𝜋

Γ(−𝑛 + 𝑥) = (−1)𝑛
𝑛!

[ 1
𝑥 − 𝛾 +

∑𝑛
𝑘=1 𝑘

−1 +𝑂 (𝑥)
]

𝛾 = 0.5772

(7.182)

Γ( 𝜖
2
) = 2

𝜖
− 𝛾 +𝑂 (𝜖) (7.183)

于是 (𝐴𝑥 ∼ exp(𝑥 ln(𝐴)) ∼ 1 + 𝑥 ln(𝐴)):

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 𝑖𝑍𝑔𝑔𝜇̃𝜖 /2 + 𝑖(𝑔)3
ˆ
𝑑𝐹3

Γ( 𝜖2 )
2(4𝜋)3

(
4𝜋𝜇̃3

𝐷

) 𝜖
2

= 𝑖𝑍𝑔𝑔𝜇̃
𝜖 /2 + 𝑖(𝑔)3 ( 2

𝜖
− 𝛾 +𝑂 (𝜖))

ˆ
𝑑𝐹3

1
2(4𝜋)3

(
4𝜋𝜇̃3

𝐷

) 𝜖
2

= 𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2
(
𝑍𝑔 +

1
2
𝑔2 ( 2

𝜖
− 𝛾 +𝑂 (𝜖))

ˆ
𝑑𝐹3

1
(4𝜋)3

(
4𝜋𝜇̃2

𝐷

) 𝜖
2
)

= 𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2
(
𝑍𝑔 +

1
2
(𝑔)2 ( 2

𝜖
− 𝛾 +𝑂 (𝜖))

ˆ
𝑑𝐹3

1
(4𝜋)3

(
1 + 𝜖

2
ln

(
4𝜋𝜇̃2

𝐷

)
+𝑂 (𝜖2)

))
= 𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2

(
𝑍𝑔 +

1
2
(𝑔)2
(4𝜋)3

( 2
𝜖
−
ˆ
𝑑𝐹3𝛾 +𝑂 (𝜖))

(
1 +
ˆ
𝑑𝐹3

𝜖

2
ln

(
4𝜋𝜇̃2

𝐷

)
+𝑂 (𝜖2)

) )
(7.184)

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2
(
𝑍𝑔 +

1
2
(𝑔)2
(4𝜋)3

(
2
𝜖
+
ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
4𝜋𝜇̃2

𝑒𝛾𝐷

)
+𝑂 (𝜖)

) )
(7.185)

Counter Term 取 Counter term 以及系数 g 中含有的质量项分别为:

𝑍𝑔 = 1 + 𝐶 4𝜋𝜇̃2

𝑒𝛾
= 𝜇2 (7.186)

𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)
𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2

= 1 + 𝐶 + 1
2
(𝑔)2
(4𝜋)3

(
2
𝜖
+
ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
4𝜋𝜇̃2

𝑒𝛾𝐷

) )
= 1 + 𝐶 + (𝑔)

2

(4𝜋)3

(
1
𝜖
+ ln( 𝜇

𝑚
)
)
− 1

2
(𝑔)2
(4𝜋)3

ˆ
𝑑𝐹3 ln( 𝐷

𝑚2 )
(7.187)

取 C 为:

𝐶 = − (𝑔)
2

(4𝜋)3

(
1
𝜖
+ ln( 𝜇

𝑚
) + 𝐾𝐶

)
(7.188)

于是:
𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)

𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2
= 1 − (𝑔)

2

(4𝜋)3
𝐾𝐶 −

1
2
(𝑔)2
(4𝜋)3

ˆ
𝑑𝐹3 ln( 𝐷

𝑚2 ) (7.189)

并且发现式子与 g 中的质量项 𝜇 没有关系了。
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7.9 Other 1PI vertices

归一化条件写为

𝑖𝑉3 (0, 0, 0) = 𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2 (7.190)

注意到:
𝐷 = −𝑥1𝑥3𝑘

2
1 − 𝑥2𝑥3𝑘

2
2 − 𝑥1𝑥2𝑘

2
3 + 𝑚2 → 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0→ 𝐷 = 𝑚2 (7.191)

可以取

𝐾𝐶 = 0 (7.192)

于是:
𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)

𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2
= 1 − 1

2
(𝑔)2
(4𝜋)3

ˆ
𝑑𝐹3 ln( 𝐷

𝑚2 ) (7.193)

7.9 Other 1PI vertices
在计算圈图对 vertices 修正时，方法是先考虑有三个外腿的 1PI diagram。在计算 Feynman 图时不考虑外腿。

同样的方法可以用来计算圈图对 n-point vertex 的修正。其中，n-point vertex 定义为 𝑖𝑉𝑛 (𝑘1, · · · , 𝑘𝑛)。
将刚才提到的计算方法用到计算 4-point Vertex 𝑖𝑉4 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4) 上。

1-PI 4 如果仅考虑最低阶修正，图画为：

𝑘1

𝑘2 𝑘3

𝑘4

𝑙

𝑙 + 𝑘2

𝑙 + 𝑘2 + 𝑘3

𝑙 − 𝑘1

(7.194)

另外两种不同的构型对 4-point vertex 也有贡献。

4-point vertex 按照第一段说的方法，直接写出:

𝑖𝑉4 = (𝑖)4𝑔4
ˆ

𝑑6𝑙

(2𝜋)6
1
𝑖4
Δ

(
(𝑙 − 𝑘1)2

)
Δ

(
(𝑙 + 𝑘2)2

)
Δ

(
(𝑙 + 𝑘2 + 𝑘3)2

)
Δ

(
𝑙2

)
+ (𝑘3 ↔ 𝑘2) + (𝑘3 ↔ 𝑘4) +𝑂 (𝑔6)

(7.195)
Feynman 参数法:

Δ
(
(𝑙 − 𝑘1)2

)
Δ

(
(𝑙 + 𝑘2)2

)
Δ

(
(𝑙 + 𝑘2 + 𝑘3)2

)
Δ

(
𝑙2

)
=
ˆ
𝑑𝐹4

[
−𝑥1 (𝑙 − 𝑘1)2 − 𝑥2 (𝑙 + 𝑘2)2 − 𝑥3 (𝑙 + 𝑘2 + 𝑘3)2 − 𝑥4𝑙

2 + 𝑚2]−4

=
ˆ
𝑑𝐹4

[
𝑞2 + 𝐷1234

]−4
.

(7.196)

其中 (我直接抄书了，好懒啊我)：
𝐷1234 = −𝑥1𝑥4𝑘

2
1 − 𝑥2𝑥4𝑘

2
2 − 𝑥2𝑥3𝑘

2
3 − 𝑥1𝑥3𝑘

2
4 − 𝑥1𝑥2 (𝑘1 + 𝑘2)2 − 𝑥3𝑥4 (𝑘3 + 𝑘4)2 + 𝑚2

𝑞 = 𝑙 − 𝑥1𝑘1 + 𝑥2𝑘2 + 𝑥3 (𝑘2 + 𝑘3)
(7.197)

先用 Wick Rotation 再用 Gamma Function 积分 (自己没算，好懒啊我)：{´ 𝑑6𝑞
(2𝜋 )6

1
(−𝑞2+𝐷)4 = 𝑖

6(4𝜋 )3𝐷
(7.198)

总的来说:

𝑉4 =
𝑔4

6(4𝜋)3
ˆ
𝑑𝐹4

(
1

𝐷1234
+ 1
𝐷1324

+ 1
𝐷1423

)
+𝑂 (𝑔6) (7.199)
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7.10 skeleton expansion

7.10 skeleton expansion
对于有 E 个外腿的图。可以通过 Skeleton expansion 的方法直接求出散射振幅。

根据归一化条件 Π(𝑝2) = 0 Π′ (𝑝2) = 0 以及 𝑉3 (0, 0, 0) = 𝑔 逐级确定 Counter term。

计算出真实传播子以及真实 3 点 vertex 𝑖𝑉3

首先计算 n point vertex。(4 ≤ 𝑛 ≤ 𝐸)。(画出有 n 个外腿的 1-PI 图，计算他们对 n-point Vertex 的贡献。注

意，画 n-point 图时不要考虑圈图对传播子的修正以及圈图对 vertex 的修正。)
计算 n point vertex 时，将传播子当作真实传播子算，将 vertex 当作真实 vertex 算。

画有 E 个外腿的树图，其中含有 Vertex 𝑖𝑉3 · · · 𝑖𝑉𝑛。并且他们之间的传播子是真实传播子。

2 particle elastic scattering at one loop 之前在介绍用 LSZ reduction formula 计算散射振幅并且引入了动量空间

的 Feynman 图时，计算了 𝜑3 弹性散射（出射粒子数目 = 入射粒子数目）的最低阶树图修正。现在想用 Skeleton
展开的方法求它的低阶修正（圈图修正）。

按照 Skelton expansion 的方法，现在有 𝐸 = 4 个外腿，需要考虑的 n-point vertex 有 𝑖𝑉3, 𝑖𝑉4。按照 Skeleton
expansion 的方法，直接画出对 2 粒子弹性散射有贡献的图。

𝑘1
𝑘2 𝑘 ′2

𝑘 ′1

+

𝑝1

𝑝2

𝑝1 + 𝑝2

𝑝3

𝑝4
+

𝑝1 𝑝3

𝑝2

𝑝1 − 𝑝3

𝑝4 +

𝑝1

𝑝4

𝑝2

𝑝1 − 𝑝4
𝑝3

(7.200)

按照计算树图散射振幅的 Symmetry factor 性质，他们的 Symmetry factor 都是 1。按照 Skeleton expansion 的方法，

图中的方框 vertex 和圆圈 vertex 分别是 4-point vertex 𝑖𝑉4，以及 3-point vertex 𝑖𝑉3。（上面有的写成 𝑝 了，不想改

了，反正他们都是 𝑘 实际上，我好懒）

利用 Mandelstam 变量: 

𝑠 = (𝑘1 + 𝑘2)2 = (𝑘 ′1 + 𝑘 ′2)2,

𝑡 = (𝑘1 − 𝑘 ′1)2 = (𝑘2 − 𝑘 ′2)2,

𝑢 = (𝑘1 − 𝑘 ′2)2 = (𝑘2 − 𝑘 ′1)2,

𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = 𝑚2
1 + 𝑚2

2 + 𝑚′21 + 𝑚′22 = 4𝑚2 (𝜑3 theory).

(7.201)

之前计算过的 n-point Vertex (n=3 or 4)，以及真实传播子 𝚫:

𝚫(𝑠) = 1
−𝑠+𝑚2−𝑖 𝜖 −Π (𝑠) ,

𝑖Π(𝑠) = 𝑖 1
2𝛼
´ 1

0 𝑑𝑥𝐷 ln
(
𝐷
𝐷0

)
− 𝑖𝛼

(
− 1

12 𝑠 +
1
12𝑚

2
)
,

𝑖𝑉 (𝑘1 ,𝑘2 ,𝑘3 )
𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2 = 1 − 1

2
(𝑔)2
(4𝜋 )3

´
𝑑𝐹3 ln( 𝐷3

𝑚2 ),

𝑉4 = 𝑔4

6(4𝜋 )3
´
𝑑𝐹4

(
1

𝐷1234
+ 1
𝐷1324

+ 1
𝐷1423

)
+𝑂 (𝑔6).

(7.202)
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7.10 skeleton expansion

其中（推导 n-point vertex 时将他们的动量都当做了入射动量，不过这里入射和出射是分开的，需要注意）:
𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑠 𝐷0 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑚2 𝛼 = 𝑔2

(4𝜋 )3 ,

𝐷3 = −𝑥1𝑥3𝑘
2
1 − 𝑥2𝑥3𝑘

2
2 − 𝑥1𝑥2𝑘

2
3 + 𝑚2,

𝐷1234 = −𝑥1𝑥4𝑘
2
1 − 𝑥2𝑥4𝑘

2
2 − 𝑥2𝑥3𝑘

2
3 − 𝑥1𝑥3𝑘

2
4 − 𝑥1𝑥2 (𝑘1 + 𝑘2)2 − 𝑥3𝑥4 (𝑘3 + 𝑘4)2 + 𝑚2

(7.203)

观察发现，𝑉3 如果有两个入射，一个出射，并且入射的都是 on-shell 的。那么它的值之和出射的量有关。对于上

面的 𝐷3，取 𝑘1 + 𝑘2 = −𝑘3。
𝐷3 = −𝑥1𝑥3𝑘

2
1 − 𝑥2𝑥3𝑘

2
2 − 𝑥1𝑥2𝑘

2
3 + 𝑚2,

= (1 − 𝑥3 (𝑥1 + 𝑥2)) 𝑚2 − 𝑥1𝑥2𝑘
2
3,

= (1 − 𝑥3 (𝑥1 + 𝑥2)) 𝑚2 − 𝑥1𝑥2𝑠
2,

= 𝐷3 (𝑠).

(7.204)

同样的，对于 4-point vertex, 如果入射的全都是 on-shell(满足能动量方程)，那么它也可以写为简单的形式:

𝐷1234 = −𝑥1𝑥2𝑠 − 𝑥3𝑥4𝑡 + (1 − (𝑥1 + 𝑥2)(𝑥3 + 𝑥4)) 𝑚2. (7.205)

同理：
𝐷1324 = −𝑥1𝑥2𝑡 − 𝑥3𝑥4𝑢 + (1 − (𝑥1 + 𝑥2) (𝑥3 + 𝑥4)) 𝑚2,

𝐷1423 = −𝑥1𝑥2𝑢 − 𝑥3𝑥4𝑠 + (1 − (𝑥1 + 𝑥2) (𝑥3 + 𝑥4)) 𝑚2.
(7.206)

之后将这三个 4-point vertex 中的 D 函数写为。

𝐷4 (𝑠, 𝑡) = −𝑥1𝑥2𝑠 − 𝑥3𝑥4𝑡 + (1 − (𝑥1 + 𝑥2) (𝑥3 + 𝑥4)) 𝑚2. (7.207)

并且，使用 Feynman 参数法的积分是:ˆ
𝑑𝐹𝑛 = (𝑛 − 1)!

ˆ 1

0
𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛𝛿(𝑥1 + · · · 𝑥𝑛−1 − 1) 𝑓 (𝑥),

= (𝑛 − 1)!
ˆ 1

0
𝑑𝑥1

ˆ 1−𝑥1

0
𝑑𝑥2 · · ·

ˆ 1−𝑥1−···𝑥𝑛−2

0
𝑑𝑥𝑛−1 𝑓 (𝑥) |𝑥𝑛=1−𝑥1 · · ·−𝑥𝑛−1 .

(7.208)

直接写出散射振幅：

𝑖T1−𝑙𝑜𝑜𝑝 = (𝑖𝑉3 (𝑠))2
1
𝑖
𝚫(𝑠) + (𝑖𝑉3 (𝑡))2

1
𝑖
𝚫(𝑡) + (𝑖𝑉3 (𝑢))2

1
𝑖
𝚫(𝑢) + 𝑖𝑉4 (𝑠, 𝑡, 𝑢). (7.209)

散射振幅不容易直接计算，取高能近似来计算。具体来说就是取各个出入射动量比质量 m 大很多。类似于

将静质量设置为 0。(计算直接抄的 srednicki，我好懒)

Π(𝑠) = −1
2
𝛼𝑠

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝑥(1 − 𝑥)

[
ln

( −𝑠
𝑚2

)
+ ln

(
𝑥(1 − 𝑥)

1 − 𝑥(1 − 𝑥)

)]
+ 1

12
𝛼𝑠,

= − 1
12
𝛼𝑠

[
ln( −𝑠
𝑚2 ) + 3 − 𝜋

√
3
]
.

(7.210)

𝚫(𝑠) = 1
−𝑠 − Π(𝑠) ,

= −1
𝑠

(
1 + 1

12
𝛼

[
ln

(
−𝑠/𝑚2

)
+ 3 − 𝜋

√
3
] )
+𝑂 (𝛼2).

(7.211)

𝑉3 (𝑠)/𝑔 = 1 − 1
2
𝛼

ˆ
𝑑𝐹3

[
ln( −𝑠
𝑚2 ) + ln(𝑥1𝑥2)

]
,

= 1 − 1
2

[
ln( −𝑠
𝑚2 ) − 3

]
.

(7.212)

ˆ
𝑑𝐹4

𝐷4 (𝑠, 𝑡)
= − 3

𝑠 + 𝑡
(
𝜋2 + [ln(𝑠/𝑡)]2

)
,

=
3
𝑢

(
𝜋2 + [ln(𝑠/𝑡)]2

)
.

(7.213)
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7.11 Modified minimal subtraction

最终散射振幅的计算结果是:

T1−𝑙𝑜𝑜𝑝 = 𝑔2 [𝐹 (𝑠, 𝑡, 𝑢) + 𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑠) + 𝐹 (𝑢, 𝑠, 𝑡)] , (7.214)

其中

𝐹 (𝑠, 𝑡, 𝑢) = −1
𝑠

(
1 − 11

12
𝛼

[
ln(−𝑠/𝑚2) + 𝑐

]
− 1

2
𝛼 [ln(𝑡/𝑢)]2

)
, (7.215)

其中 𝑐 = (6𝜋2 + 𝜋
√

3 − 39)/11 = 2.33𝑠 。
在上面的计算中，用到了性质 𝑠 > 0, 𝑡 < 0, 𝑢 < 0。

7.11 Modified minimal subtraction
重新考虑确定 Counter term 前的 Real propagator 中的 1-PI 项

𝑖Π(𝑘2) = 𝑖 1
2

𝑔2

(4𝜋)3
ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝐷

𝑚2

)
+ 𝑖

(
1
6

𝑔2

(4𝜋)3

[
1
𝜖
+ 1

2
+ ln( 𝜇

𝑚
)
]
+ 𝐴

)
𝑘2 − 𝑖

(
𝑔2

(4𝜋)3

[
1
𝜖
+ 1

2
+ ln( 𝜇

𝑚
)
]
+ 𝐵

)
𝑚2.

(7.216)
其中

𝐷 = −𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 + 𝑚2. (7.217)

考虑到 Real propagator 的性质，用来确定 Counter term 的条件一般是 Π(𝑚2) = 0, Π′ (𝑚2) = 0。但是在 𝑚 = 0
时，关于一阶导数的条件是没办法满足的，因为计算 1-PI 项时会遇到 ill-defined 积分。这个现象的深层原因是用

Lehmann-Callan Form Real-propagator 确定真实传播子时如果 𝑚 = 0, 4𝑚2 和 𝑚2 会接在一起。最终导致奇点并不

是 𝑘2 = 𝑚2, 并且留数并不是 1。
如果不采用原来的正规化条件，在确定 Counter term 后，认为真实传播子有了奇点 𝑚2

𝑝ℎ, 同时在这个地方的

留数是 𝑅。现在重新考虑用 LSZ reduction formula 计算 S matrix 以及引出散射振幅的过程。在推导 LSZ reduction
formula 时，用的是没有 Counter-term 的场。但是却把它用在了有 Counter-term 的情况下。从物理直觉上，为了

让 LSZ formula 能够生成和之前一样的散射振幅形式需要对他进行修改。

为了让出入射粒子保持静质量是 𝑚𝑝ℎ 的 on-shell 状态，𝜕2 + 𝑚2 → 𝜕2 + 𝑚2
𝑝ℎ。

为了让 Real propagator 在奇点的留数是 1，在计算 n-point function 时 𝜑→ 𝑅−1/2𝜑。

将这些操作叫做 modified minimal subtraction scheme。在这个 scheme 下，散射振幅的变化是:
每个外腿不再是 1，而是 𝑅1/2 ，这是因为计算场缩并时引入了 𝑅−1/2，结合奇点的留数 𝑅，最终得到。

内部的传播子仍然是 1
𝑖

1
−𝑘2+𝑚2 , 这里的质量是 Lagrangian 中的质量。

每一个 Vertex 仍然是 𝑖𝑍𝑔𝑔，并且也要考虑 2-point vertex 引起的 counter term。

𝑀𝑆 Scheme for 𝜑3 到现在，依然没有说 Counterterm 应该怎么选取。选取规则就是，只要一个发散项，不要常

数项。对于 𝜑3theory

𝑖Π(𝑘2) = 𝑖 1
2

𝑔2

(4𝜋)3
ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝐷

𝑚2

)
+ 𝑖

(
1
6

𝑔2

(4𝜋)3

[
1
𝜖
+ 1

2
+ ln( 𝜇

𝑚
)
]
+ 𝐴

)
𝑘2 − 𝑖

(
𝑔2

(4𝜋)3

[
1
𝜖
+ 1

2
+ ln( 𝜇

𝑚
)
]
+ 𝐵

)
𝑚2.

(7.218)
选取最少的项抵消发散:

𝐴 = −1
6
𝛼

1
𝜖
,

𝐵 = −𝛼1
𝜖
.

(7.219)

同样的，对于 3-point Vertex
𝑖𝑉 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)

𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2
= 1 + 𝐶 + (𝑔)

2

(4𝜋)3

(
1
𝜖
+ ln( 𝜇

𝑚
)
)
− 1

2
(𝑔)2
(4𝜋)3

ˆ
𝑑𝐹3 ln( 𝐷

𝑚2 ). (7.220)

也是选择最少的抵消项

𝐶 = −𝛼1
𝜖
. (7.221)
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7.11 Modified minimal subtraction

在用了这些抵消项之后，1-PI diagram 以及 3-Vertex 写为:

Π𝑀𝑆 (𝑘2) = − 1
12
𝛼(−𝑘2 + 6𝑚2) + 1

2
𝛼

ˆ 1

0
𝑑𝑥𝐷 ln

(
𝐷/𝜇2

)
+𝑂 (𝛼2),

𝑉3,𝑀𝑆 = 𝑔

[
1 − 1

2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷3/𝜇2

)
+𝑂 (𝛼2)

]
.

(7.222)

其中 𝐷 = −𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 + 𝑚2, 𝐷3 = 𝑥𝑦𝑘2
1 + 𝑦𝑧𝑘2

2 + 𝑧𝑥𝑘2
3 + 𝑚2。

物理质量指的是 Real propagator 出现奇点的地方。

−𝑚2
𝑝ℎ + 𝑚2 − Π𝑀𝑆 (𝑚

2
𝑝ℎ) = 0. (7.223)

近似解写为

𝑚2
𝑝ℎ = 𝑚

2 − Π𝑀𝑆 (𝑚
2) +𝑂 (𝛼2). (7.224)

结果是

𝑚2
𝑝ℎ = 𝑚

2
[
1 + 5

12
𝛼

(
ln(𝜇2/𝑚2) + 𝑐′

)
+𝑂 (𝛼2)

]
, (7.225)

其中 𝑐′ = (34 − 3𝜋
√

3)/15 = 1.18。
对于真实传播子，它在 𝑘2 = 𝑚2

𝑝ℎ 奇点处的留数是

𝑅−1 = 1 + Π′ (𝑚2
𝑝ℎ). (7.226)

计算得到

𝑅−1 = 1 + 1
12
𝛼

(
ln(𝜇2/𝑚2) + 𝑐′′

)
+𝑂 (𝛼2)., (7.227)

其中 𝑐′′ = (17 − 3𝜋
√

3)/3 = 0.23。

这一部分没有写详细计算，但是核心思想是 2 → 2 散射过程中，当粒子的质量很小时，有时候出射

粒子并不是一个，但是探测器却把他们当做了一个，导致的结果是（其中 𝛿 表示了仪器的分辨率）。

|T |2𝑜𝑏𝑠 = |T0 |2
[
1 − 𝛼

(
3
2

ln(𝑠/𝑚2) + 1
3

ln(1/𝛿2) +𝑂 (𝑚0)
)
+𝑂 (𝛼2)

]
. (7.228)

其中，T0 是用场论计算出的散射振幅，T𝑜𝑏𝑠 是观测得到的等效散射振幅。

在这个 Scheme 下计算散射振幅得到，𝑅2 来自于有 2 个入射粒子和 2 个出射粒子。

T = 𝑅2T0
[
1 − 11

12
𝛼

(
ln(𝑠/𝜇2) +𝑂 (𝑚0)

)
+𝑂 (𝛼2)

]
. (7.229)

再考虑解决红外发散时引入的系数

|T |2𝑜𝑏𝑠 = |T |2
[
1 + 1

3
𝛼

(
ln(𝛿2𝑠/𝑚2) +𝑂 (𝑚0)

)
+𝑂 (𝛼2)

]
. (7.230)

其中 T0 是没有任何修正的树图散射振幅。

𝜇 需要保证观测量 |T |2𝑜𝑏𝑠 不随 𝜇 变化

ln |T |2𝑜𝑏𝑠 = 𝐶1 + 2 ln𝛼 + 3𝛼(ln 𝜇 + 𝐶2) +𝑂 (𝛼2). (7.231)

其中 𝐶1 以及 𝐶2 都与 𝜇 以及 𝛼 独立。需要观测量与 𝜇 无关，于是对它求导。

0 =
𝑑

𝑑 ln 𝜇
ln |T |2𝑜𝑏𝑠 ,

=
2
𝛼

𝑑𝛼

𝑑 ln 𝜇
+ 3𝛼 +𝑂 (𝛼2).

(7.232)
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7.11 Modified minimal subtraction

最终得到:
𝑑𝛼

𝑑 ln 𝜇
= −3

2
𝛼2 +𝑂 (𝛼3),

𝛼(𝜇2) =
𝛼(𝜇1)

1 + 3
2𝛼(𝜇1) ln(𝜇2/𝜇1)

.
(7.233)

类似的，物理质量也不能和 𝜇 有关系
𝑑𝑚

𝑑 ln 𝜇
= (− 5

12
𝛼 +𝑂 (𝛼2))𝑚. (7.234)
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Dirac

这一章讲 Dirac 方程的基本性质。不过由于这一章用的 gamma matrix 和一般量子化时用的不一样，所以这

一章只是用来理解 Dirac 方程。和量子场论的主线关系不大。

8.1 Dirac
Dirac 类似于 Schrodinger 方程，考虑相对论波函数满足 Dirac 方程

𝐸̂𝜓 = (𝜶 · 𝑷̂ + 𝛽𝑚)𝜓 (8.1)

认为能量和动量算符分别为 𝐸̂ = 𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑡 𝑷̂ = −𝑖ℏ∇ Dirac 方程就是 (没有用四维指标，如果用了的话应该是 𝑃̂𝜇 =

𝑖ℏ𝜕𝜇):
𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 = (−𝑖𝜶 · ∇ + 𝛽𝑚)𝜓 (8.2)

平方得到:

− 𝜕
2

𝜕𝑡2
𝜓 =(−𝑖𝜶 · ∇ + 𝛽𝑚) (−𝑖𝜶 · ∇ + 𝛽𝑚)𝜓

= − 𝛼2
𝑥𝜕

2
𝑥 − 𝛼2

𝑦𝜕
2
𝑦 − 𝛼2

𝑧𝜕
2
𝑧 + 𝛽2𝑚2𝜓

− (𝛼𝑥𝛼𝑦 + 𝛼𝑦𝛼𝑥)𝜕𝑥𝜕𝑦𝜓 − (𝛼𝑥𝛼𝑧 + 𝛼𝑧𝛼𝑥)𝜕𝑥𝜕𝑧𝜓 − (𝛼𝑦𝛼𝑧 + 𝛼𝑧𝛼𝑦)𝜕𝑦𝜕𝑧𝜓

− 𝑖𝑚(𝛼𝑥𝛽 + 𝛽𝛼𝑥)𝜕𝑥𝜓 − 𝑖𝑚(𝛼𝑦𝛽 + 𝛽𝛼𝑦)𝜕𝑦𝜓 − 𝑖𝑚(𝛼𝑧𝛽 + 𝛽𝛼𝑧)𝜕𝑧𝜓

(8.3)

为了满足狭义相对论的 Einstein 能量-动量关系–其实也就是满足 Klein-Gordan 方程{
𝐸̂2𝜓 = (𝑷̂2 + 𝑚2)𝜓 (8.4)

这也就要求了 𝛼 和 𝛽 的代数关系:

𝛼2
𝑥 = 𝛼

2
𝑦 = 𝛼

2
𝑧 = 1 𝛽2 = 1{

𝛼𝑖 , 𝛼 𝑗
}
= 0 (𝑖 ≠ 𝑗){

𝛼 𝑗 , 𝛽
}
= 0

𝛽† = 𝛽 𝛼†𝑖 = 𝛼𝑖 由于 𝐸̂ 的幺正性

(8.5)

这些都是矩阵。𝜓 被称为 Dirac spinor

Dirac ,𝛾 接下来，引出 𝛾 矩阵。给 Dirac 方程同时乘以 𝛽 得到:

𝑖𝛽𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖𝛽𝛼𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑖𝛽𝛼𝑧

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑖𝛽 𝜕

𝜕𝑡
𝜓 − 𝛽2𝑚𝜓 = 0 (8.6)

定义 Γ 矩阵:
𝛾0 ≡ 𝛽 𝛾1 ≡ 𝛽𝛼𝑥 𝛾2 ≡ 𝛽𝛼𝑦 𝛾3 ≡ 𝛽𝛼𝑧 (8.7)

Dirac 方程可以写为更为简单的形式:
(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚)𝜓 = 0 (8.8)

对 𝛼 和 𝛽 矩阵的要求可以转变为对 𝛾 矩阵的要求。

{𝛽, 𝛽𝛼𝑖} = 𝛽𝛽𝛼𝑖 + 𝛽𝛼𝑖𝛽 = 𝛼𝑖 − 𝛼𝑖 = 0

{𝛽, 𝛽} = 𝛽2 + 𝛽2 = 2

{𝛽𝛼𝑖 , 𝛽𝛼𝑖} = 2𝛽𝛼𝑖𝛽𝛼𝑖 = −2𝛽2𝛼2
𝑖 = −2{

𝛽𝛼𝑖 , 𝛽𝛼 𝑗
}
= 𝛽𝛼𝑖𝛽𝛼 𝑗 + 𝛽𝛼 𝑗 𝛽𝛼𝑖 = −𝛽2 (

𝛼𝑖𝛼 𝑗 + 𝛼 𝑗𝛼𝑖
)
= 0

𝛽† = 𝛽 (𝛽𝛼𝑖)† = 𝛼𝑖𝛽 = −𝛽𝛼𝑖

(8.9)



8.2 * Pauli’s Fundamental Theorem

也就是:
{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 2𝑔𝜇𝜈

𝛾0† = 𝛾0 𝛾𝑘† = −𝛾𝑘
(8.10)

8.1 (Dirac )
(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚)𝜓 = 0 (8.11)

{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 2𝑔𝜇𝜈

𝛾0† = 𝛾0 𝛾𝑘† = −𝛾𝑘
(8.12)

8.2 * Pauli’s Fundamental Theorem
𝛾 想要验证。对于不同的 𝛾 矩阵表示 𝛾𝜇 和 𝛾′𝜇。它们之间满足相似性:𝛾′𝜇 = 𝑆𝛾𝜇𝑆−1

(0) 构建 16 个 4 × 4 矩阵

Γ𝐴 =I, 𝛾0, 𝑖𝛾1, 𝑖𝛾2, 𝑖𝛾3,

𝑖𝛾2𝛾3, 𝑖𝛾3𝛾1, 𝑖𝛾1𝛾2, 𝛾1𝛾0, 𝛾2𝛾0, 𝛾3𝛾0,

𝛾1𝛾2𝛾3, 𝑖𝛾1𝛾2𝛾0, 𝑖𝛾3𝛾1𝛾0, 𝑖𝛾2𝛾3𝛾0

𝑖𝛾1𝛾2𝛾3𝛾0 (𝐴 = 1 · · · 16)

(8.13)

另外，定义矩阵 𝛾5:
𝛾5 = 𝑖𝛾1𝛾2𝛾3𝛾0 (8.14)

满足几个性质:

Γ2
𝐴 = 1

{
𝛾5, 𝛾𝜇

}
= 0 Γ𝐴Γ𝐵 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 Γ𝐶 (𝐴 ≠ 𝐵⇒ 𝐶 ≠ 1 ; 固定 A 的同时 B 遍历 16⇒ C 遍历 16) (8.15)

(1) 对于所有的 Γ𝐴 𝐴 ≠ 1, 一定可以找到一个 Γ𝐵 s.t.:

Γ𝐵Γ𝐴Γ𝐵 = −Γ𝐴 (8.16)

A 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
B 9 4 3 3 4 5 3 2 2 2 2 6 6 7 2

(2) 对于所有的 Γ𝐴 (𝐴 = 2 · · · 16) , 𝑡𝑟 (Γ𝐴) = 0

𝑡𝑟 (−Γ𝐴) = 𝑡𝑟 (Γ𝐵Γ𝐴Γ𝐵) = 𝑡𝑟 (Γ2
𝐵Γ𝐴) = 𝑡𝑟 (Γ𝐴) = 0 (8.17)

(3) Γ𝐴 是相互线性无关的。也就是要证明:
16∑
𝐴=1

𝑎𝐴Γ𝐴 = 0⇒ 𝑎𝐴 = 0 (𝐴 = 1 · · · 16) (8.18)

16∑
𝐴=1

𝑎𝐴Γ𝐴 = 0 (8.19)

70



8.2 * Pauli’s Fundamental Theorem

:

Γ𝐵 (
16∑
𝐴=1

𝑎𝐴Γ𝐴) = 𝑎𝐵Γ2
𝐵 +

∑
𝐴≠𝐵

𝑎𝐴Γ𝐵Γ𝐴 = 0

𝑎𝐵 +
∑
𝐶≠1

𝑎𝐴 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 Γ𝐶 = 0

4𝑎𝐵 +
∑
𝐶≠1

𝑎𝐴 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑡𝑟 (Γ𝐶 ) = 0

𝑎𝐵 = 0 (𝐵 = 1 · · · 16)

(8.20)

□

(4) 所有的 4 × 4 矩阵可以用 Γ𝐴 展开。因为上面说已经找到了 16 个线性无关的矩阵基底。

𝜒 =
∑
𝐴

𝜒𝐴Γ𝐴, 𝜒𝐵 =
1
4
𝑡𝑟 (Γ𝐵𝜒) (8.21)

(5) 如果有一个矩阵和所有的 Γ𝐴 都对易，那么它正比于 I。认为:

𝜒 = 𝜒𝐵Γ𝐵 +
∑
𝐴≠𝐵

𝜒𝐴Γ𝐴 |𝐵≠1

Γ𝐶Γ𝐵Γ𝐶 = −Γ𝐵
Γ𝐶 𝜒 = 𝜒Γ𝐶 ⇒ 𝜒 = Γ𝐶 𝜒Γ𝐶

(8.22)

于是:
𝜒𝐵Γ𝐵 +

∑
𝐴≠𝐵

𝜒𝐴Γ𝐴 |𝐵≠1 = 𝜒𝐵Γ𝐶Γ𝐵Γ𝐶 +
∑
𝐴≠𝐵

𝜒𝐴Γ𝐶Γ𝐴Γ𝐶 |𝐵≠1

𝜒𝐵𝑡𝑟 (Γ2
𝐵) +

∑
𝐴≠𝐵

𝜒𝐴𝑡𝑟 (Γ𝐵Γ𝐴) |𝐵≠1 = 𝜒𝐵𝑡𝑟 (Γ𝐵Γ𝐶Γ𝐵Γ𝐶 ) +
∑
𝐴≠𝐵

𝜒𝐴𝑡𝑟 (Γ𝐵Γ𝐶Γ𝐴Γ𝐶 ) |𝐵≠1

4𝜒𝐵 +
∑
𝐴≠𝐵

𝜒𝐴𝑡𝑟 (Γ𝐵Γ𝐴) |𝐵≠1 = −4𝜒𝐵 +
∑
𝐴≠𝐵

𝜒𝐴𝑡𝑟 (−Γ𝐵Γ𝐴) |𝐵≠1 (Γ𝐴Γ𝐵 ∼ Γ𝐷 |𝐷≠1)

𝜒𝐵 = 0

(8.23)

那么:
𝜒 ∼ I (8.24)

(6) 能找到两组 Dirac 基底 𝛾𝜇 和 𝛾′𝜇, 它们构成 16 维空间中的基底 Γ𝐴 和 Γ′𝐴 那么可以定义 𝑆 =
∑
𝐵 Γ
′
𝐵𝐹Γ𝐵

(F是任意 4 维矩阵) 使得:
Γ′𝐴𝑆 = 𝑆Γ𝐴 (8.25)

Γ′𝐴𝑆Γ𝐴 =
∑
𝐵

Γ′𝐴Γ
′
𝐵𝐹Γ𝐵Γ𝐴 (8.26)

: {
Γ𝐵Γ𝐴 = 𝜖𝐶Γ𝐶 Γ𝐴Γ𝐵 = 1

𝜖𝐶
Γ𝐶 (8.27)

:
=
∑
𝐶

Γ′𝐶𝐹Γ𝐶 = 𝑆 (8.28)

:
Γ′𝐴𝑆 = 𝑆Γ𝐴 (8.29)

□
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8.2 * Pauli’s Fundamental Theorem

(7) 上一点提到的 𝑆 矩阵可以不是 0 矩阵。为了证明这一点，先取一个特殊的 F 矩阵:

𝐹𝜈𝜎 = 1 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠 = 0 (8.30)

𝑆𝜇𝜌 =
∑
𝐵

(Γ′𝐵𝐹Γ𝐵)𝜇𝜌 =
∑
𝐵

(Γ′𝐵)𝜇𝜈 (Γ𝐵)𝜎𝜌 (8.31)

如果不论怎么取 F，S 都是 0。就意味着: ∑
𝐵

(Γ′𝐵)𝜇𝜈Γ𝐵 = 0 (8.32)

但是因为前面提到 Γ𝐵 是线性无关的。所以这个等式不成立。

(8) 可以合理的取 F, 让 S 的行列式不等于 0（可逆）。下面是证明，首先构造

𝑆 =
∑
𝐵

Γ′𝐵𝐹Γ𝐵 𝑇 =
∑
𝐵

Γ𝐵𝐺Γ′𝐵 (8.33)

满足:
Γ𝐴𝑇 = 𝑇Γ′𝐴 Γ′𝐴𝑆 = 𝑆Γ𝐴 (8.34)

那么:
Γ𝐴𝑇𝑆 = 𝑇Γ′𝐴𝑆 = 𝑇𝑆Γ𝐴 (8.35)

于是 TS 对易于所有的 Γ𝐴。于是:
𝑇𝑆 = 𝑘I (8.36)

如果 𝑑𝑒𝑡 (𝑆) = 0 那么 𝑘 = 0。
𝑇𝑆 =

∑
𝐵=1

𝑇 Γ′𝐵𝐹Γ𝐵 = 0 (8.37)

取：

𝐹𝜈𝜎 = 1 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑠 = 0 (8.38)

那么: ∑
𝐵

(𝑇Γ′𝐵)𝜇𝜈 (Γ𝐵)𝜎𝜌 = 0 (∀𝜇, 𝜈, 𝜎, 𝜌) (8.39)

于是: ∑
𝐵

(𝑇Γ′𝐵)𝜇𝜈Γ𝐵 = 0 (∀𝜇, 𝜈)

⇓

(𝑇Γ′𝐵)𝜇𝜈 = 0 (∀𝜇, 𝜈)

⇓

𝑇 = 0

(8.40)

也就是说，只要 𝑇 ≠ 0, 那么一定可以找到 S，使得 𝑑𝑒𝑡 (𝑇)𝑑𝑒𝑡 (𝑆) ≠ 0。

𝛾′𝜇 = 𝑆𝛾𝜇𝑆
−1 (8.41)

当 𝛾†𝜇 = 𝑔𝜇𝜇𝛾𝜇, 𝛾′†𝜇 = 𝑔𝜇𝜇𝛾′𝜇 时。通过前面的证明已经找到了 S 使得:

𝛾′𝜇 = 𝑆𝛾𝜇𝑆
−1 (8.42)

定义:
𝑉 = (𝑑𝑒𝑡𝑆)−1/4𝑆 𝛾′𝜇 = 𝑉𝛾𝜇𝑉

−1 𝑑𝑒𝑡 (𝑉) = 1 (8.43)

先证明: 如果 𝛾′𝜇 = 𝑉1𝛾𝜇𝑉
−1
1 , 𝛾′𝜇 = 𝑉2𝛾𝜇𝑉

−1
2 。那么: 𝑉1 = 𝑘𝑉2。

72



8.3 Dirac方程的 Lorentz协变性

𝑉1𝛾𝜇𝑉
−1
1 = 𝑉2𝛾𝜇𝑉

−1
2

𝑉−1
2 𝑉1𝛾𝜇 = 𝛾𝜇𝑉

−1
2 𝑉1

𝑉−1
2 𝑉1Γ𝐴 = Γ𝐴𝑉

−1
2 𝑉1

(8.44)

Shur’s lemma:
𝑉1 = 𝑘𝑉2 (8.45)

𝑑𝑒𝑡 (𝑉1) = 𝑑𝑒𝑡 (𝑉2) = 1, : 𝑉2 = 𝑉1 exp(𝑖𝑚𝜋/2) (𝑚 = 0, 1, 2, 3)
□

由于 {
𝛾′𝜇 = 𝑉𝛾𝜇𝑉−1 (8.46)

那么

𝛾′†𝜇 = (𝑉†)−1𝛾†𝜇𝑉
† (8.47)

考虑: {
𝛾†𝜇 = 𝑔𝜇𝜇𝛾𝜇 (8.48)

𝛾′𝜇 = (𝑉†)−1𝛾𝜇𝑉
† (8.49)

于是:
(𝑉†)−1 = 𝑉 exp(𝑖𝑚𝜋/2) (𝑚 = 0, 1, 2, 3)

𝑉†𝑉 = exp(𝑖𝑚𝜋/2)

(𝑉†𝑉)𝑖𝑖 =
∑
𝑗

𝑉 𝑗𝑖𝑉
∗
𝑗𝑖 > 0⇒ 𝑚 = 0 (𝑉†)−1 = 𝑉,𝑉† = 𝑉−1

(8.50)

也就找到了一个幺正变换。

8.2 (Dirac )
𝛾′𝜇 = 𝑉𝛾𝜇𝑉

† (8.51)

其中:
𝑉 = (𝑑𝑒𝑡𝑆)−1/4𝑆 (𝑆 =

∑
𝐵

Γ′𝐵𝐹Γ𝐵) (8.52)

□

8.3 Dirac Lorentz
注: 这部分没有提到 gamma 的具体形式是什么。

𝜓′ (𝑥′) 𝜓(𝑥)
𝜓′ (𝑥′) = 𝑆(Λ)𝜓(𝑥) ⇒ 𝜓(𝑥) = 𝑆−1 (Λ)𝜓′ (𝑥′) (8.53)

满足：

𝑆−1 (Λ) = 𝑆(Λ−1) (8.54)
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S 考虑 Dirac 方程:

(𝑖ℏ𝛾𝜇 𝜕

𝜕𝑥𝜇
− 𝑚0𝑐)𝜓(𝑥) = 0

(𝑖ℏ𝛾𝜇𝑆−1 (Λ) 𝜕
𝜕𝑥𝜇
− 𝑚0𝑐𝑆

−1 (Λ))𝜓′ (𝑥′) = 0(
𝑖ℏ𝑆(Λ)𝛾𝜇𝑆−1 (Λ) 𝜕

𝜕𝑥𝜇
− 𝑚0𝑐

)
𝜓′ (𝑥′) = 0

(8.55)

考虑到: {
𝑥′𝜈 = Λ𝜈𝜇𝑥

𝜇 (8.56)

于是: {
𝜕
𝜕𝑥𝜇 = 𝜕𝑥′𝜈

𝜕𝑥𝜇
𝜕
𝜕𝑥′𝜈 = Λ𝜈𝜇

𝜕
𝜕𝑥′𝜈

(8.57)(
𝑖ℏ𝑆(Λ)𝛾𝜇𝑆−1 (Λ)Λ𝜈𝜇

𝜕

𝜕𝑥′𝜈
− 𝑚0𝑐

)
𝜓′ (𝑥′) = 0 (8.58)

要保证在所有的参考系中的方程形式一样:

𝑆(Λ)𝛾𝜇𝑆−1 (Λ)Λ𝜈𝜇 = 𝛾𝜈 (8.59)

利用 Λ 矩阵的正交性: {
Λ𝜈𝜇Λ

𝜌
𝜈 = 𝛿𝜌𝜇 (8.60)

𝑆(Λ)𝛾𝜌𝑆−1 (Λ) = Λ 𝜌
𝜈 𝛾

𝜈 (8.61)

S 首先构建在微小 Lorentz 变换下的 S 算符:

𝑆(Δ𝑤𝜇𝜈) = I − 𝑖
4
𝜎𝜇𝜈Δ𝑤

𝜇𝜈 (𝜎𝜇𝜈 = −𝜎𝜈𝜇) (8.62)

𝑆−1 (Δ𝑤𝜇𝜈) = I + 𝑖
4
𝜎𝜇𝜈Δ𝑤

𝜇𝜈 (8.63)

由前文对 S 算符的要求: {
𝑆(Λ)𝛾𝜌𝑆−1 (Λ) = Λ 𝜌

𝜈 𝛾
𝜈 (8.64)(

I − 𝑖
4
𝜎𝛼𝛽Δ𝑤

𝛼𝛽

)
𝛾𝜈

(
I + 𝑖

4
𝜎𝛼𝛽Δ𝑤

𝛼𝛽

)
= Λ 𝜈

𝜇 𝛾
𝜇(

I − 𝑖
4
𝜎𝛼𝛽Δ𝑤

𝛼𝛽

)
𝛾𝜈

(
I + 𝑖

4
𝜎𝛼𝛽Δ𝑤

𝛼𝛽

)
=

(
𝛿𝜈𝜇 + Δ𝑤 𝜈

𝜇

)
𝛾𝜇

− 𝑖
4
Δ𝑤𝛼𝛽

(
𝜎𝛼𝛽𝛾

𝜈 − 𝛾𝜈𝜎𝛼𝛽
)
= Δ𝑤 𝜈

𝜇 𝛾
𝜇

− 𝑖
4
Δ𝑤𝛼𝛽

(
𝜎𝛼𝛽𝛾

𝜈 − 𝛾𝜈𝜎𝛼𝛽
)
= Δ𝑤𝛽𝜈𝛾𝛽

− 𝑖
4
Δ𝑤𝛼𝛽

(
𝜎𝛼𝛽𝛾

𝜈 − 𝛾𝜈𝜎𝛼𝛽
)
= Δ𝑤𝛽𝛼𝑔𝜈𝛼𝛾𝛽

− 𝑖
4
Δ𝑤𝛼𝛽

(
𝜎𝛼𝛽𝛾

𝜈 − 𝛾𝜈𝜎𝛼𝛽
)
=

1
2
Δ𝑤𝛽𝛼

(
𝑔𝜈𝛼𝛾𝛽 − 𝑔𝜈𝛽𝛾𝛼

)
(8.65)

于是得到 S 生成算符的对易关系:
2𝑖

(
𝑔𝜈𝛽𝛾𝛼 − 𝑔𝜈𝛼𝛾𝛽

)
= [𝜎𝛼𝛽 , 𝛾𝜈] (8.66)

S 直接假定:
𝜎𝛼𝛽 =

𝑖

2
[
𝛾𝛼, 𝛾𝛽

]
(8.67)
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[𝜎𝛼𝛽 , 𝛾𝜈] =
[
𝑖

2
[
𝛾𝛼, 𝛾𝛽

]
, 𝛾𝜈

]
=
𝑖

2
[
𝛾𝛼𝛾𝛽 − 𝛾𝛽𝛾𝛼, 𝛾𝜈

]
=
𝑖

2
( [
𝛾𝛼𝛾𝛽 , 𝛾

𝜈
]
−

[
𝛾𝛽𝛾𝛼, 𝛾

𝜈
] ) (8.68)

考虑到 𝛾 矩阵满足的基本性质: {
𝛾𝛼𝛾𝛽 + 𝛾𝛽𝛾𝛼 = 2𝑔𝛼𝛽 ⇒ 𝛾𝛽𝛾𝛼 = 2𝑔𝛼𝛽 − 𝛾𝛼𝛾𝛽 (8.69)

上式 =
𝑖

2
(
2
[
𝛾𝛼𝛾𝛽 , 𝛾

𝜈
]
− 2

[
𝑔𝛼𝛽I, 𝛾

𝜈
] )

= 𝑖
(
𝛾𝛼𝛾𝛽𝛾

𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝛼𝛾𝛽
) (8.70)

考虑到: 
𝛾𝛽𝛾

𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝛽 = 2𝑔 𝜈𝛽
𝛾𝛼𝛾

𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝛼 = 2𝑔 𝜈𝛼
(8.71)

上式 = 𝑖
(
−𝛾𝛼𝛾𝜈𝛾𝛽 + 2𝑔 𝜈𝛽 𝛾𝛼 − 𝛾𝜈𝛾𝛼𝛾𝛽

)
= 𝑖

(
𝛾𝜈𝛾𝛼𝛾𝛽 − 2𝑔 𝜈𝛼 𝛾𝛽 + 2𝑔 𝜈𝛽 𝛾𝛼 − 𝛾𝜈𝛾𝛼𝛾𝛽

)
= 2𝑖

(
𝑔𝜈𝛽𝛾𝛼 − 𝑔𝜈𝛼𝛾𝛽

) (8.72)

也就是，满足生成元算符的对易条件:

2𝑖
(
𝑔𝜈𝛽𝛾𝛼 − 𝑔𝜈𝛼𝛾𝛽

)
= [𝜎𝛼𝛽 , 𝛾𝜈] (8.73)

8.4 Dirac spinor
简单起见:

𝛾0 ≡ 𝛽 𝛾1 ≡ 𝛽𝛼𝑥 𝛾2 ≡ 𝛽𝛼𝑦 𝛾3 ≡ 𝛽𝛼𝑧 (8.74)

𝛾0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


, 𝛾1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0


,

𝛾2 =


0 0 0 −𝑖
0 0 𝑖 0
0 𝑖 0 0
−𝑖 0 0 0


, 𝛾3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0


.

(8.75)

𝛽 =

[
𝐼 0
0 −𝐼

]
and 𝛼𝑖 =

[
0 𝜎𝑖

𝜎𝑖 0

]
(8.76)

𝐼 =

[
1 0
0 1

]
𝜎𝑥 =

[
0 1
1 0

]
𝜎𝑦 =

[
0 −𝑖
𝑖 0

]
𝜎𝑧 =

[
1 0
0 −1

]
(8.77)
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定义自旋算符为 (同时也是 Σ 算符的定义):

𝑺 =
1
2
𝚺 =

1
2

(
𝝈 0
0 𝝈

)
(8.78)

观察自旋算符和 Dirac 哈密顿量之间的对易关系:

[𝐻𝐷 , 𝑆𝑥] =
[
(𝜶 · P + 𝑚0𝛽) ,

1
2

(
𝜎𝑥 0
0 𝜎𝑥

)]
(8.79)

考虑到: 𝛽 =


𝐼 0

0 −𝐼

 and 𝛼𝑖 =


0 𝜎𝑖

𝜎𝑖 0

 (8.80)

于是:

上式 =

[
𝛼𝑥𝑃𝑥 + 𝛼𝑦𝑃𝑦 + 𝛼𝑧𝑃𝑧 ,

1
2
Σ𝑥

]
(8.81)

考虑到 Pauli 矩阵之间的对易性质: {[
𝜎𝑖 , 𝜎𝑗

]
= 2𝑖𝜖𝑖 𝑗𝑘𝜖𝑘 (8.82)

得到:  [𝛼𝑖 , Σ𝑥] = ©­«
0 𝜎𝑖𝜎𝑥 − 𝜎𝑥𝜎𝑖

𝜎𝑖𝜎𝑥 − 𝜎𝑥𝜎𝑖 0
ª®¬ = 2𝑖𝜖𝑖𝑥𝑘

©­«
0 𝜎𝑘

𝜎𝑘 0
ª®¬ = 2𝑖𝜖𝑖𝑥𝑘𝛼𝑘 (8.83)

于是:
上式 = −𝑖𝑃𝑦𝛼𝑧 + 𝑖𝑃𝑧𝛼𝑦 = 𝑖 (𝜶 × 𝑷)𝑥 (8.84)

总结起来:
[𝐻𝐷 , 𝑺] = 𝑖(𝜶 × 𝑷) (8.85)

𝐻𝐷 轨道角动量算符定义为

𝑳 = 𝒓 × 𝑷 (8.86)

和哈密顿量的对易:
[𝐻𝐷 , 𝑳] =

[
𝛼𝑥𝑃𝑥 + 𝛼𝑦𝑃𝑦 + 𝛼𝑧𝑃𝑧 , 𝑳

]
[𝐻𝐷 , 𝐿𝑥] =

[
𝛼𝑥𝑃𝑥 + 𝛼𝑦𝑃𝑦 + 𝛼𝑧𝑃𝑧 , 𝑦𝑃𝑧 − 𝑧𝑃𝑦

]
= −𝑖𝛼𝑦𝑃𝑧 + 𝑖𝛼𝑧𝑃𝑦
= −𝑖 (𝜶 × 𝑃)𝑥

(8.87)

合理推断:
[𝐻𝐷 , 𝑳] = −𝑖 (𝜶 × 𝑃) (8.88)

𝐻𝐷

[𝐻𝐷 , 𝑱] = 0 (8.89)

𝑆 𝐿 首先观察 𝑺 之间的对易关系:[
𝑆𝑖 , 𝑆 𝑗

]
=

1
4

[
Σ𝑖 , Σ 𝑗

]
= 𝑖

1
2
𝜖𝑖 𝑗𝑘Σ𝑘 = 𝑖𝜖𝑖 𝑗𝑘𝑆𝑘 (8.90)

𝑺 和 𝑳 之间是对易的:
[𝑆𝑖 , 𝐿𝑘] = 0 (8.91)
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最后观察 𝑳 之间的对易关系: [
𝐿𝑖 , 𝐿 𝑗

]
= 𝑖𝜖𝑖 𝑗𝑙𝐿𝑘 (8.92)

1
2 发现:

|𝑺 |2 =
1
4
|𝚺 |2 =

1
4
(1 + 1 + 1) I = 3

4
I (8.93)

于是可以改写 Feynman
𝑠 =

1
2

𝑠(𝑠 + 1) = 3
4

(8.94)

考虑 Dirac 方程:

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝐻𝐷𝜓 = (𝜶 · P + 𝑚0𝛽) 𝜓 (8.95)

可以发现 Dirac 能量算符 𝐻𝐷 和动量算符 𝑷 是对易的。所以可以找到他们的共同本征态。认为:

𝜓(𝑥) =
[
𝜑0

𝜒0

]
exp(𝑖 𝒑 · 𝒙) exp(−𝑖𝜖𝑡) (8.96)

𝐻𝐷𝜓(𝑥) = 𝜖𝜓(𝑥) 𝑷𝜓(𝑥) = 𝒑𝜓(𝑥) (8.97)

现在带入 Dirac 方程得到:

𝜖

[
𝜑0

𝜒0

]
=

(
𝛼𝑥 𝑝𝑥 + 𝛼𝑦 𝑝𝑦 + 𝛼𝑧 𝑝𝑧 + 𝑚0𝛽

) [
𝜑0

𝜒0

]
=

([
0 𝝈

𝝈 0

]
· 𝒑 + 𝑚0

[
I 0
0 −I

]) [
𝜑0

𝜒0

] (8.98)

得到线性方程组:
(𝜖 − 𝑚0) 𝜑0 − 𝝈 · 𝒑 𝜒0 = 0

−𝝈 · 𝒑 𝜑0 + (𝜖 + 𝑚0) 𝜒0 = 0
(8.99)

要得到不为 0 的解，行列式是 0:

det

[
(𝜖 − 𝑚0) −𝝈 · 𝒑
−𝝈 · 𝒑 (𝜖 + 𝑚0)

]
= 0 (8.100)

考虑到 Pauli 矩阵的性质: {
(𝝈 · 𝑨) (𝝈 · 𝑩) = 𝑨 · 𝑩I + 𝑖𝝈 · (𝑨 × 𝑩) (8.101)

得到:
𝜖2 = 𝑚2

0 + 𝒑2 ⇒ 𝜖 = 𝜆𝐸𝑝 (𝐸𝑝 =
√
𝑚2

0 + 𝒑2; 𝜆 = ±1) (8.102)

于是:
𝜒0 =

𝝈 · 𝒑
𝑚0 + 𝜖

𝜑0 可以假定𝜑0 = 𝑈 满足:𝑈†𝑈 = 1 (8.103)

最终得到能量和动量共同本征态的 Spinor 是:

Ψ𝒑,𝜆 (𝑥) = 𝑁𝒑,𝜆

(
𝑈

𝝈 ·𝒑
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

𝑈

)
exp

(
𝑖( 𝒑 · 𝒙 − 𝜆𝐸𝑝𝑡)

)
(2𝜋ℏ)3/2

(8.104)

可以验证，为了满足归一化和正交条件:(通过直接计算，正交已经满足。不过需要通过调整 N 的值来归一化){´
𝑑3𝑥 Ψ†𝒑,𝜆 (𝑥)Ψ𝒑′ ,𝜆′ (𝑥) = 𝛿𝜆𝜆′𝛿 (3) ( 𝒑 − 𝒑′) (8.105)
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得到:

𝑁 =

√
𝑚0 + 𝜆𝐸𝑝

2𝜆𝐸𝑝
(8.106)

/ / 定义螺旋度 Helicity:

Λ𝑆 = 𝑺 · 𝑷

| 𝒑 | (8.107)

考虑到: {
𝐻𝐷 = 𝜶 · 𝑷 + 𝑚0𝛽 𝑺 = 1

2𝚺 (8.108)

对易关系:
[𝐻𝐷 ,𝚺 · 𝑷] = [𝜶 · 𝑷 + 𝑚0𝛽,𝚺 · 𝑷] (8.109)

考虑到: 𝛽 =


𝐼 0

0 −𝐼

 and 𝛼𝑖 =


0 𝜎𝑖

𝜎𝑖 0

 (8.110)

上式 = [𝜶 · 𝑷,𝚺 · 𝑷]

=

(
0 𝝈 · 𝑷

𝝈 · 𝑷 0

) (
𝝈 · 𝑷 0

0 𝝈 · 𝑷

)
−

(
𝝈 · 𝑷 0

0 𝝈 · 𝑷

) (
0 𝝈 · 𝑷

𝝈 · 𝑷 0

)
= 0

(8.111)

考虑螺旋度的平方：

Λ2
𝑆 = (𝑺 · 𝑷)2 1

| 𝒑 |2
=

1
4

{
(𝚺 · 𝑨) (𝚺 · 𝑩) = 𝑨 · 𝑩I + 𝑖𝚺 · (𝑨 × 𝑩)

}
(8.112)

所以如果 spinor 是螺旋度的本征态，

Λ𝑆Ψ(𝑥) = 𝜆𝑆Ψ(𝑥) (8.113)

那么:
𝜆𝑆 = ±1

2
(8.114)

所以 Λ𝑆 , 𝐻𝐷 , 𝑷 可以拥有共同的本征态。接下来要寻找他们的共同本征态。前面已经得到了能量和动量的共同

本征态:

Ψ𝒑,𝜆 (𝑥) = 𝑁
(

𝑈
𝝈 ·𝒑

𝑚0+𝜆𝐸𝑝
𝑈

)
exp

(
𝑖( 𝒑 · 𝒙 − 𝜆𝐸𝑝𝑡)

)
(2𝜋ℏ)3/2

𝑁 =

√
𝑚0 + 𝜆𝐸𝑝

2𝜆𝐸𝑝
(8.115)

要通过合理的选取 U, 使得它也是螺旋度的本征态:

Λ𝑆Ψ𝒑,𝜆 (𝑥) = ±
1
2
Ψ𝒑,𝜆 (𝑥) (8.116)

1
2| 𝒑 |𝚺 · 𝒑

(
𝑈

𝝈 ·𝒑
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

𝑈

)
= ±1

2

(
𝑈

𝝈 ·𝒑
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

𝑈

)
1

2| 𝒑 |

(
𝝈 · 𝑝 0

0 𝝈 · 𝑝

) (
𝑈

𝝈 ·𝒑
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

𝑈

)
= ±1

2

(
𝑈

𝝈 ·𝒑
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

𝑈

) (8.117)

研究列向量中的前两个:
1

2| 𝒑 |𝝈 · 𝒑𝑈 = ±1
2
𝑈 (8.118)
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8.4 Dirac自由粒子的 spinor

考虑到: 𝜎𝑥 =

0 1

1 0

 𝜎𝑦 =


0 −𝑖

𝑖 0

 𝜎𝑧 =


1 0

0 −1

 (8.119)

带入得到:
1

2| 𝒑 |

(
𝑝𝑧 𝑝𝑥 − 𝑖𝑝𝑦

𝑝𝑥 + 𝑖𝑝𝑦 𝑝𝑧

)
𝑈 = ±1

2
𝑈 (8.120)

认为: {
𝑝𝑧 = | 𝒑 | cos 𝜃 𝑝𝑥 = | 𝒑 | sin 𝜃 cos 𝜙 𝑝𝑦 = | 𝒑 | sin 𝜃 sin 𝜙 (8.121)

带入得到: (
cos 𝜃 sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙

sin 𝜃𝑒𝑖𝜙 − cos 𝜃

)
𝑈 = ±𝑈 (8.122)

得到（只用看上面的第一行，由于行列式是 0，所以不用考虑下面一行）:

(±1 − cos 𝜃)𝑈1 = sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙𝑈2 (8.123)

𝜆𝑆 = 1/2 此时:
(1 − cos 𝜃)𝑈1 = sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙𝑈2 (8.124)

考虑到 U 向量的归一化条件𝑈1𝑈
∗
1 +𝑈2𝑈

∗
2 = 1:

𝑈1𝑈
∗
1

(
1 + (1 − cos 𝜃)2

sin2 𝜃

)
= 1

𝑈1𝑈
∗
1 = cos2 𝜃

2

𝑈1 = cos
𝜃

2

𝑈 =

(
cos 𝜃2

sin 𝜃
2 𝑒
𝑖𝜙

) (8.125)

Ψ𝒑,𝜆,↑ (𝑥) = 𝑁
(

𝑈
𝝈 ·𝒑

𝑚0+𝜆𝐸𝑝
𝑈

)
exp

(
𝑖( 𝒑 · 𝒙 − 𝜆𝐸𝑝𝑡)

)
(2𝜋ℏ)3/2

𝑁 =

√
𝑚0 + 𝜆𝐸𝑝

2𝜆𝐸𝑝
(8.126)

带入 U, 化简之后得到:

Ψ𝒑,𝜆,↑ (𝑥) = 𝑁

©­­­­­­«
cos 𝜃2

sin 𝜃
2 𝑒
𝑖𝜙

|𝒑 |
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

cos 𝜃2
|𝒑 |

𝑚0+𝜆𝐸𝑝
sin 𝜃

2 𝑒
𝑖𝜙

ª®®®®®®¬
exp

(
𝑖( 𝒑 · 𝒙 − 𝜆𝐸𝑝𝑡)

)
(2𝜋ℏ)3/2

𝑁 =

√
𝑚0 + 𝜆𝐸𝑝

2𝜆𝐸𝑝
(8.127)

𝜆𝑠 = −1/2 此时:
(−1 − cos 𝜃)𝑈1 = sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙𝑈2 (8.128)

考虑到 U 向量的归一化条件:

𝑈1𝑈
∗
1

(
1 + (1 + cos 𝜃)2

sin2 𝜃

)
= 1 (8.129)

得到:
𝑈1𝑈

∗
1 = sin2 𝜃

2
(8.130)

于是:

𝑈 =

(
− sin 𝜃

2

cos 𝜃2 𝑒
𝑖𝜙

)
(8.131)
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8.5 用 Lorentz变换从静粒子波函数到动粒子波函数

于是，向上螺旋态的 spinor 是:

Ψ𝒑,𝜆,↓ (𝑥) = 𝑁

©­­­­­­«
− sin 𝜃

2

cos 𝜃2 𝑒
𝑖𝜙

|𝒑 |
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

sin 𝜃
2

− |𝒑 |
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

cos 𝜃2 𝑒
𝑖𝜙

ª®®®®®®¬
exp

(
𝑖( 𝒑 · 𝒙 − 𝜆𝐸𝑝𝑡)

)
(2𝜋ℏ)3/2

𝑁 =

√
𝑚0 + 𝜆𝐸𝑝

2𝜆𝐸𝑝
(8.132)

至此，确定了同时是 𝐻𝐷 , 𝑷,Λ𝑆 的本征态 Spinor:

Ψ𝒑,𝜆,↑ (𝑥) = 𝑁

©­­­­­­«
cos 𝜃2

sin 𝜃
2 𝑒
𝑖𝜙

|𝒑 |
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

cos 𝜃2
|𝒑 |

𝑚0+𝜆𝐸𝑝
sin 𝜃

2 𝑒
𝑖𝜙

ª®®®®®®¬
exp

(
𝑖( 𝒑 · 𝒙 − 𝜆𝐸𝑝𝑡)

)
(2𝜋ℏ)3/2

𝑁 =

√
𝑚0 + 𝜆𝐸𝑝

2𝜆𝐸𝑝
(8.133)

Ψ𝒑,𝜆,↓ (𝑥) = 𝑁

©­­­­­­«
− sin 𝜃

2

cos 𝜃2 𝑒
𝑖𝜙

|𝒑 |
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

sin 𝜃
2

− |𝒑 |
𝑚0+𝜆𝐸𝑝

cos 𝜃2 𝑒
𝑖𝜙

ª®®®®®®¬
exp

(
𝑖( 𝒑 · 𝒙 − 𝜆𝐸𝑝𝑡)

)
(2𝜋ℏ)3/2

𝑁 =

√
𝑚0 + 𝜆𝐸𝑝

2𝜆𝐸𝑝
(8.134)

并且满足归一化条件: ˆ
𝑑3𝑥 Ψ†𝒑,𝜆,𝜆𝑆 (𝑥)Ψ𝒑′ ,𝜆′ ,𝜆′

𝑆
(𝑥) = 𝛿𝜆𝑆 ,𝜆′𝑆𝛿𝜆𝜆′𝛿

(3) ( 𝒑 − 𝒑′) (8.135)

8.5 Lorentz
假设在静止参考系中的波函数写为:

𝜓𝑟 (𝑥) = 𝑤𝑟 (0) exp(−𝑖𝜖𝑟 𝑝𝜇𝑟.𝑠𝑥𝜇) 𝜖𝑟 = 1 for 𝑟 = 1, 2 𝜖𝑟 = −1 for 𝑟 = 3, 4 (8.136)

因为是在静止参考系中，此时:
𝑝𝑟 .𝑠 = (𝑚, 0) (8.137)

在静止参考系中定义四维向量 s
𝑠𝑟.𝑠 = (0, 𝒔𝑟.𝑠.) (8.138)

定义 (先不写具体形式，知道有这个东西，u 对应的的能量本征值是正，v 对应的的能量本征值是负):

𝑤1 (0) = 𝑢(𝑝𝑟.𝑠., 𝒔𝑟 .𝑠.) 𝑤2 (0) = 𝑢(𝑝𝑟.𝑠.,−𝒔𝑟 .𝑠.)

𝑤3 (0) = 𝑣(𝑝𝑟.𝑠.,−𝒔𝑟 .𝑠.) 𝑤4 (0) = 𝑣(𝑝𝑟 .𝑠., 𝒔𝑟 .𝑠.)
(8.139)

当然，也需要满足 Dirac-Equation:

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝐻𝐷𝜓 = (𝜶 · P + 𝑚0𝛽) 𝜓 (8.140)

其中:

𝛽 =

[
𝐼 0
0 −𝐼

]
and 𝛼𝑖 =

[
0 𝜎𝑖

𝜎𝑖 0

]
(8.141)

spinor 已知自旋算符 S = 1
2𝚺。要求上面定义的 spinor 满足:

1
2
𝚺 · 𝒔𝑟.𝑠.𝑢(𝑝𝑟.𝑠.,±𝒔𝑟 .𝑠.) = ±

1
2
𝑢(𝑝𝑟.𝑠.,±𝒔𝑟 .𝑠.)

1
2
𝚺 · 𝒔𝑟 .𝑠.𝑣(𝑝𝑟.𝑠.,±𝒔𝑟 .𝑠.) = ∓

1
2
𝑢(𝑝𝑟.𝑠.,±𝒔𝑟 .𝑠.)

(8.142)
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8.5 用 Lorentz变换从静粒子波函数到动粒子波函数

在静止系中，定义三维 s 向量是 (p 是在运动参考系中，粒子的动量)

𝒔𝑟 .𝑠. =
𝒑

| 𝒑 | (8.143)

考虑到: 
𝜎𝑥 =


0 1

1 0

 𝜎𝑦 =


0 −𝑖

𝑖 0

 𝜎𝑧 =


1 0

0 −1


𝑝𝑥 = | 𝒑 | sin 𝜃 cos 𝜙 𝑝𝑦 = | 𝒑 | sin 𝜃 sin 𝜙 𝑝𝑧 = | 𝒑 | cos 𝜃

(8.144)

于是:

1
2
𝚺 · 𝒔𝑟.𝑠. =

1
2

1
| 𝒑 |

©­­­­­«
𝑝𝑧 𝑝𝑥 − 𝑖𝑝𝑦 0 0

𝑝𝑥 + 𝑖𝑝𝑦 −𝑝𝑧 0 0
0 0 𝑝𝑧 𝑝𝑥 − 𝑖𝑝𝑦
0 0 𝑝𝑥 + 𝑖𝑝𝑦 −𝑝𝑧

ª®®®®®¬
=

1
2

©­­­­­«
cos 𝜃 sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙 0 0

sin 𝜃𝑒𝑖𝜙 − cos 𝜃 0 0
0 0 cos 𝜃 sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙

0 0 sin 𝜃𝑒𝑖𝜙 − cos 𝜃

ª®®®®®¬
(8.145)

考虑一个线性方程的解: (
cos 𝜃 sin 𝜃𝑒−𝑖𝜙

sin 𝜃𝑒𝑖𝜙 − cos 𝜃

) (
𝑈1

𝑈2

)
= ±

(
𝑈1

𝑈2

)
𝑈∗1𝑈1 +𝑈∗2𝑈2 = 1

(8.146)

上面方程的解是:

𝑈+ =

(
cos 𝜃/2

sin 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
𝑈− =

(
− sin 𝜃/2

cos 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
(8.147)

利用这个解，可以确定满足方程8.142的 Spinor.

𝑤1 (0) = 𝑢(𝑝𝑟 .𝑠., 𝒔𝑟 .𝑠.) =
(
𝑈+

0

)
𝑤2 (0) = 𝑢(𝑝𝑟 .𝑠.,−𝒔𝑟.𝑠.) =

(
𝑈−

0

)
𝑤3 (0) = 𝑣(𝑝𝑟.𝑠.,−𝒔𝑟 .𝑠.) =

(
0
𝑈+

)
𝑤4 (0) = 𝑣(𝑝𝑟.𝑠., 𝒔𝑟.𝑠.) =

(
0
𝑈−

) (8.148)

Spinor 对于相对于粒子静止的参考系，运动系以 −𝒗 的速度相对运动（也就是粒子在运动系

中的运动速度是 𝒗）。

首先，对于坐标变换以及动量变换:
(𝑚, 0, 0, 0) · 𝑥 = 𝑝 · 𝑥′ (8.149)

其次, 在这个运动参考系中的 spinor 是:S 矩阵的推导具体过程见 ipad

𝜓′ (𝑥′) = 𝑆𝜓(𝑥) =
√
𝐸 + 𝑚

2𝑚

©­­­­­«
1 0 𝑝𝑧

𝐸+𝑚
𝑝−
𝐸+𝑚

0 1 𝑝+
𝐸+𝑚 − 𝑝𝑧

𝐸+𝑚
𝑝𝑧
𝐸+𝑚

𝑝−
𝐸+𝑚 1 0

𝑝+
𝐸+𝑚 − 𝑝𝑧

𝐸+𝑚 0 1

ª®®®®®¬
𝜓(𝑥) (8.150)

最终：

𝜓′𝑟 (𝑥′) = 𝑤𝑟 ( 𝒑) exp(−𝑖𝜖𝑟 𝑝𝜇𝑥′𝜇) (8.151)
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8.6 CPT of Dirac equation

其中： (
𝑤1 ( 𝒑) 𝑤2 ( 𝒑) 𝑤3 ( 𝒑) 𝑤4 ( 𝒑)

)
=

√
𝐸 + 𝑚

2𝑚

(
𝑈+ 𝑈−

|𝒑 |
𝐸+𝑚𝑈+ −

|𝒑 |
𝐸+𝑚𝑈−

|𝒑 |
𝐸+𝑚𝑈+ −

|𝒑 |
𝐸+𝑚𝑈− 𝑈+ 𝑈−

)
=

(
𝑢(𝑝, 𝑠) 𝑢(𝑝,−𝑠) 𝑣(𝑝,−𝑠) 𝑣(𝑝, 𝑠)

)
𝑝 = (

√
| 𝒑 |2 + 𝑚2, 𝒑)

𝑈+ =

(
cos 𝜃/2

sin 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
𝑈− =

(
− sin 𝜃/2

cos 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
(8.152)

用 Lorentz 变化方法得到的波函数和前面直接求解本征态得到的波函数之间的关系是：

𝜓′1 =

√
𝐸

𝑚
Ψ𝒑,+,↑ 𝜓′2 =

√
𝐸

𝑚
Ψ𝒑,+,↓

𝜓′3 =

√
𝐸

𝑚
Ψ−𝒑,−,↑ 𝜓′4 =

√
𝐸

𝑚
Ψ−𝒑,−,↓

(8.153)

如何理解这个结果：利用波函数的坐标变化，也可以得到 H, P, Λ𝑆 的共同本征态。

Spinor 上面计算出的 u,v 就叫做 spinor。具体来说:

𝑢( 𝒑, 𝑠) =
√
𝐸 + 𝑚

2𝑚

©­­­­­«

(
cos 𝜃/2

sin 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
|𝒑 |
𝐸+𝑚

(
cos 𝜃/2

sin 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)ª®®®®®¬
, 𝑢( 𝒑,−𝑠) =

√
𝐸 + 𝑚

2𝑚

©­­­­­«

(
− sin 𝜃/2

cos 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
− |𝒑 |𝐸+𝑚

(
− sin 𝜃/2

cos 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)ª®®®®®¬
,

𝑣( 𝒑,−𝑠) =
√
𝐸 + 𝑚

2𝑚

©­­­­­«
|𝒑 |
𝐸+𝑚

(
cos 𝜃/2

sin 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
(

cos 𝜃/2
sin 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

) ª®®®®®¬
, 𝑣( 𝒑, 𝑠) =

√
𝐸 + 𝑚

2𝑚

©­­­­­«
− |𝒑 |𝐸+𝑚

(
− sin 𝜃/2

cos 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

)
(
− sin 𝜃/2

cos 𝜃/2𝑒𝑖𝜙

) ª®®®®®¬

(8.154)

对应的解是 (分别是 𝜓′1,2,3,4)

𝑢( 𝒑,±𝑠) exp(−𝑖𝑝 · 𝑥) 𝑣( 𝒑,∓𝑠) exp(+𝑖𝑝 · 𝑥), 𝑝 = (
√
| 𝒑 |2 + 𝑚2, 𝒑) (8.155)

这个图随便画的，没有什么意义。

𝑒−

𝑒+

𝜇−

𝜇+

𝑘

𝛾

𝑒−

𝑒−

8.6 CPT of Dirac equation
这一部分讲经典 Dirac 场的 CPT 变换，这里的推导和 Dirac 矩阵所在的表象没有关系，所以在量子化后，这

里的结论也可以直接用。

Parity Transformation Dirac 方程是 (
𝑖/𝜕 − 𝑚0𝑐

)
𝜓 = 0. (8.156)

现在进行坐标变换 𝑥′ = (𝑡,−𝒙), 想找到一个新的场 𝜓′ (𝑥′) 并且希望它也满足 Dirac 方程(
𝑖𝛾0𝜕′0 + 𝑖𝛾𝑖𝜕′𝑖 − 𝑚0𝑐

)
𝜓′ (𝑥′) = 0. (8.157)
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8.6 CPT of Dirac equation

注意到 gamma matrix 之间的对易关系{
𝛾0, 𝛾𝑖

}
= 0,

{
𝛾0, 𝛾0} = 2I. (8.158)

直接定义 𝜓′ (𝑥′) = 𝑒𝑖𝜑𝛾0𝜓(𝑥). 带入变换后的场满足的 Dirac 方程 (8.157) 得到:(
𝑖𝛾0𝜕′0 + 𝑖𝛾𝑖𝜕′𝑖 − 𝑚0𝑐

)
𝜓′ (𝑥′) = 0 (8.159)(

𝑖𝛾0𝜕′0 + 𝑖𝛾𝑖𝜕′𝑖 − 𝑚0𝑐
)
𝑒𝑖𝜑𝛾0𝜓(𝑥) = 0 (8.160)(

𝑖𝛾0𝜕0 − 𝑖𝛾𝑖𝜕𝑖 − 𝑚0𝑐
)
𝑒𝑖𝜑𝛾0𝜓(𝑥) = 0 (8.161)

𝑒𝑖𝜑𝛾0
(
𝑖𝛾0𝜕0 + 𝑖𝛾𝑖𝜕𝑖 − 𝑚0𝑐

)
𝜓(𝑥) = 0. (8.162)

上式和 Dirac 方程是自洽的。总的来说，Dirac 场的 Parity 变换就是

P = 𝑒𝑖𝜑𝛾0. (8.163)

Note: 有的时候将相位因子写为

P = 𝜂𝑃𝛾
0 (8.164)

Charge Conjugation 有电荷的 Dirac 场方程写为(
𝑖/𝜕 − 𝑒 /𝐴 − 𝑚0

)
𝜓 = 0. (8.165)

现在想找到 Charge Conjugation 后的场 𝜓𝑐，它应该满足反电荷对应的 Dirac 方程。(
𝑖/𝜕 + 𝑒 /𝐴 − 𝑚0

)
𝜓𝑐 = 0. (8.166)

直接定义, 其中的 K 是 Hermitian conjugate 算符，它会将所有的数变成复共轭。U 是作用到 Spinor 空间的一个矩

阵。再次之后，想通过验证变换后的 Spinor 性质解出假设中的𝑈，这样就得到了 Charge conjugate 变换。

𝜓𝑐 = C𝜓 = 𝑈𝐾𝜓 = 𝑈𝜓∗. (8.167)

下面，将假设的 Charge Conjugate 变换作用到原始 Dirac 方程上。

𝑈𝐾
(
𝑖/𝜕 − 𝑒 /𝐴 − 𝑚0

)
𝜓 = 0 (8.168)

𝑈
(
−𝑖/𝜕 − 𝑒 /𝐴 − 𝑚0

)
𝐾𝜓 = 0 (8.169)(

−𝑖𝑈𝛾𝜇∗𝑈−1𝜕𝜇 − 𝑒𝑈𝛾𝜇∗𝑈−1𝐴𝜇 − 𝑚0

)
𝑈𝜓∗ = 0. (8.170)

对比想要得到的 Charge conjugate 场满足的 Dirac 方程。相当于是要求变换矩阵𝑈 满足

𝑈𝛾𝜇∗𝑈−1 = −𝛾𝜇 . (8.171)

直接给出一个满足条件的 U ，首先注意到它的逆可以写为

𝑈 = 𝑖𝛾2 ⇒ 𝑈 𝑈 = 𝑖𝛾2 𝑖𝛾2 = −𝛾2𝛾2 = −(−1) = I⇒ 𝑈−1 = 𝑖𝛾2. (8.172)

其次，直接带入可以验证 U 确实满足 Charge conjugate 变换的要求。

𝑈𝛾𝜇∗𝑈−1 = 𝑖𝛾2𝛾𝜇∗ 𝑖𝛾2 = −𝛾2𝛾𝜇∗𝛾2. (8.173)

在我所知道的两种表象中，𝛾 都有性质 𝛾2∗ = −𝛾2 others Invariant under complex conjugate. 于是

𝑈𝛾2∗𝑈−1 = −𝛾2𝛾2∗𝛾2 = 𝛾2𝛾2𝛾2 = −𝛾2, (8.174)

𝑈𝛾𝜇∗𝑈−1 = −𝛾2𝛾𝜇∗𝛾2 = −𝛾2𝛾𝜇𝛾2 = 𝛾2𝛾2𝛾𝜇 = −𝛾𝜇 (𝜇 ≠ 2). (8.175)

总的来说，Charge conjugate transformation 是

C = 𝑈 𝐾 = 𝑖𝛾2 𝐾. (8.176)

有时候会写为

C = (−1) − 𝑖𝛾2𝛾0𝛾0 𝐾 = −𝐶𝛾0 𝐾. (8.177)

83



8.6 CPT of Dirac equation

其中的 C 矩阵的具体形式是

𝐶 = −𝑖𝛾2𝛾0 = −𝑖
(

0 𝜎2

−𝜎2 0

) (
0 I

I 0

)
= −𝑖

(
𝜎2 0
0 −𝜎2

)
. (8.178)

Note, 其实在求解 U 矩阵的时候，可以发现 U 并不是只有一种解，其实比如说 𝑖𝛾2𝑒𝑖𝜑 也是满足条件的。也

就是有一个相位的自由度可以随便选择。一般写为

C = 𝜂𝐶𝐶𝛾
0 = −𝑖𝜂𝐶𝛾2 𝐾, (𝜂𝐶𝐶𝛾0)−1 = 𝜂∗𝐶𝐶𝛾

0 (8.179)

Time Reverse 和上面一样的套路，本来的 Dirac 方程是(
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚0

)
𝜓 = 0. (8.180)

现在进行时间反演变换 𝑥′ = (−𝑡, 𝒙), 希望找到一个新的场 𝜓′ (𝑥′) 并且也满足 Dirac 方程。(
𝑖𝛾𝜇𝜕′𝜇 − 𝑚0

)
𝜓′ (𝑥′) = 0. (8.181)

直接定义场的 time-reverse 变换。其中 K 是 Hermitian Conjugate 算符。

𝑇 = 𝑇0 𝐾 𝑇𝜓 = 𝑇0𝜓
∗. (8.182)

将变换作用到原来的 Dirac 方程上得到

𝑇0𝐾
(
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚0

)
𝜓 = 0 (8.183)

𝑇0
(
−𝑖𝛾𝜇∗𝜕𝜇 − 𝑚0

)
𝐾𝜓 = 0 (8.184)(

−𝑖𝑇0𝛾
𝜇∗𝑇−1

0 𝜕𝜇 − 𝑚0

)
𝑇0𝐾𝜓 = 0 (8.185)(

−𝑖𝑇0𝛾
𝜇∗𝑇−1

0 𝜕𝜇 − 𝑚0

)
𝑇0𝜓

∗ = 0 (8.186)(
𝑖𝑇0𝛾

𝜇∗𝑇−1
0 𝜕′0 − 𝑖𝑇0𝛾

𝑖𝑇−1
0 𝜕′𝑖 − 𝑚0

)
𝑇0𝜓

∗ = 0 (8.187)

对比希望得到的 Time-reverse Dirac 方程。得到 𝑇0 满足的方程。

𝑇0𝛾
0∗𝑇−1

0 = 𝛾0, 𝑇0𝛾
𝑖∗𝑇−1

0 = −𝛾𝑖 . (8.188)

直接给出一个解

𝑇0 = 𝑖𝛾1𝛾3. (8.189)

首先注意到它的逆矩阵

𝑇0 (𝑇0) = 𝑖𝛾1𝛾3 𝑖𝛾1𝛾3 = −𝛾1𝛾3𝛾1𝛾3 = 𝛾1𝛾1𝛾3𝛾3 = I,⇒ 𝑇−1
0 = 𝑇0 = 𝑖𝛾1𝛾3. (8.190)

然后直接验证希望 𝑇0 满足的条件

𝑇0𝛾
0∗𝑇−1

0 = 𝑖𝛾1𝛾3𝛾0∗ (𝑖)𝛾1𝛾3 = −𝛾1𝛾3𝛾0𝛾1𝛾3 = 𝛾1𝛾1𝛾3𝛾3𝛾0 = 𝛾0, (8.191)

𝑇0𝛾
1∗𝑇−1

0 = 𝑖𝛾1𝛾3𝛾1∗ (𝑖)𝛾1𝛾3 = −𝛾1𝛾3𝛾1𝛾1𝛾3 = 𝛾1𝛾3𝛾3 = −𝛾1, (8.192)

𝑇0𝛾
2∗𝑇−1

0 = 𝑖𝛾1𝛾3𝛾2∗ (𝑖)𝛾1𝛾3 = −𝛾1𝛾3𝛾2∗𝛾1𝛾3 = 𝛾1𝛾3𝛾2𝛾1𝛾3 = −𝛾1𝛾1𝛾3𝛾3𝛾2 = −𝛾2, (8.193)

𝑇0𝛾
3∗𝑇−1

0 = 𝑖𝛾1𝛾3𝛾3∗ (𝑖)𝛾1𝛾3 = −𝛾1𝛾3𝛾3𝛾1𝛾3 = 𝛾1𝛾1𝛾3 = −𝛾3. (8.194)

其中，反复用到了 Gamma matrix 的性质

{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 2𝑔𝜇𝜈 , (𝛾2)∗ = −𝛾2, (𝛾𝜇)∗ = 𝛾𝜇 𝜇 ≠ 2. (8.195)

总的来说，经典 Dirac 场的 Time reverse 变换是

𝑇 = 𝑇0 𝐾 = 𝑖𝛾1𝛾3 𝐾. (8.196)

有的时候会写为 (𝐶 是 Charge conjugate 部分定义的矩阵)

𝑇 = 𝑖𝐶𝛾5 𝐾. (8.197)
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这一点不是特别显然，稍微证明一下。首先，要用到的性质是
𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3, 𝐶 = −𝑖𝛾2𝛾0,

{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 2𝑔𝜇𝜈 .
(8.198)

然后直接计算

𝑖𝐶𝛾5 = (−𝑖)𝑖𝛾2𝛾0𝛾5 = (−𝑖)𝑖𝛾2𝛾0
(
𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3

)
= 𝑖𝛾2𝛾0𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 = 𝑖𝛾2𝛾1𝛾2𝛾3 = 𝑖𝛾1𝛾3 (8.199)

如果考虑到 𝛾5 =

(
−1 0
0 1

)
, 𝐶 = −𝑖𝛾2𝛾0 = −𝑖

(
𝜎2 0
0 −𝜎2

)
,

𝑖𝛾1𝛾3 = −
(
𝜎2 0
0 𝜎2

)
= −𝑖𝐶𝛾5 = −𝑖𝛾5𝐶. (8.200)

Note, 和之前一样，Charge conjugation 变换同样有一个相位可以随便选，所以一般将它写为

𝑇 = 𝜂𝑇𝛾
1𝛾3 𝐾 = 𝜂𝑇𝛾

5𝐶 𝐾, (𝜂𝑇𝛾1𝛾3)−1 = (𝜂𝑇𝛾5𝐶)−1 = −𝜂∗𝑇𝛾1𝛾3 = −𝜂∗𝑇𝛾5𝐶. (8.201)
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Spin 1/2

9.1 Lorentz Transformation and Lagrangian
Classical Field 群论中提到 Lorentz Transformation 有 Left-handed spinor representation{

Λ = exp
(
𝑡𝑖𝐽𝑖 + 𝑠𝑖𝐾̃𝑖

)
↦→ 𝑅𝐿 (Λ) = 𝑅(1/2,0) (Λ) = exp

[ 1
2 (−𝑠𝑖 − 𝑖𝑡𝑖)𝜎𝑖

]
. (9.1)

考虑在表示空间中定义的二维向量场 𝜑𝑎 (𝑥)。由量子 Poincare 变换部分讲到的，对于经典场，Lorentz 不变的意

思是 
𝑆 =
´
𝑑4𝑥L (𝜑𝑎 (𝑥), 𝜕𝜇𝜑𝑎 (𝑥)) ,

𝑆′ =
´
𝑑4𝑥′L

(
𝜙′𝑎 (𝑥′), 𝜕𝜇𝜙′𝑎 ◦ (𝑥′)

)
.

(9.2)

其中，场满足变换条件

𝜙′𝑎 (𝑥′) = 𝑅(Λ) 𝑏𝑎 𝜙𝑏 (𝑥), 𝜕′𝜇𝜙′𝑎 (𝑥′) = Λ𝜇𝜈𝑅(Λ) 𝑏𝑎 𝜕𝜈𝜙𝑏 (𝑥). (9.3)

其中的 𝑅 是 Lorentz 群的表示。这里应该是 Left-handed spinor representation。

Lorentz Invariant Lagrangian 由 Group Theory, Spinor Representation 中有 Lorentz 不变的项 Weyl Mass 以及按

照 Lorentz Transformation 变化的项 
(
𝜒𝑐𝐿

)†
𝜓𝐿 ,

(
𝜒𝑐𝑅

)†
𝜓𝑅,

𝜒†𝑅𝜎̄𝜇𝜓𝑅, 𝜒†𝐿𝜎𝜇𝜓𝐿 ,

𝜎𝜇 = (I, 𝜎𝑖) , 𝜎̄𝜇 = (I,−𝜎𝑖) .

(9.4)

为了和场论书中的符号相同，一般写为 (其中 conjugate of Left-spinor 定义为 𝜒𝑐𝐿 = 𝜎2𝜒
∗
𝐿 , 按照 Right-handed spinor

变换) 
(
𝜒𝑐𝐿

)†
𝜓𝐿 ,

(
𝜒𝑐𝑅

)†
𝜓𝑅,

𝜒†𝑅𝜎𝜇𝜓𝑅, 𝜒†𝐿𝜎̄𝜇𝜓𝐿 ,

𝜎𝜇 = (I, 𝜎𝑖) , 𝜎̄𝜇 = (I,−𝜎𝑖) .

(9.5)

构建 Lorentz Invariant Lagrangian 为

L𝐷 = 𝑖𝜓†𝑅𝜎
𝜇𝜕𝜇𝜓𝑅 + 𝑖𝜓†𝐿𝜎̄

𝜇𝜕𝜇𝜓𝐿 − 𝑚
(
𝜓†𝑅𝜓𝐿 + 𝜓

†
𝐿𝜓𝑅

)
. (9.6)

其中，m 是实数，后一项质量项是实数。前两个动量项也可以证明是实数，用第一项来说（用到了分部积分）(
𝑖𝜓†𝑅𝜎

𝜇𝜕𝜇𝜓𝑅

)†
= −𝑖𝜕𝜇𝜓†𝑅𝜎

𝜇𝜓𝑅 = 𝑖𝜓†𝑅𝜎
𝜇𝜕𝜇𝜓𝑅 . (9.7)

Dirac Spinor And gamma matrix 有一种简单的写法

𝜓 =

(
𝜓𝐿

𝜓𝑅

)
. (9.8)

这种写法下，质量项是

L𝐷,𝑚 = −𝑚𝜓†
(
0 I

I 0

)
𝜓 = −𝑚

(
𝜓†𝑅𝜓𝐿 + 𝜓

†
𝐿𝜓𝑅

)
. (9.9)

动能项是

L𝐷,𝑘 = 𝑖𝜓†
(
𝜎̄𝜇 0
0 𝜎𝜇

)
𝜕𝜇𝜓 = 𝑖𝜓†𝑅𝜎

𝜇𝜕𝜇𝜓𝑅 + 𝑖𝜓†𝐿𝜎̄
𝜇𝜕𝜇𝜓𝐿 . (9.10)



9.2 Dirac Equation and its solution

方便的写法是定义 Gamma Matrix 为，这里的 gamma matrix 和以前正则量子化写的不一样了（以后再改一下前

面的吧。。或者直接不要了）

𝛾𝜇 ≡
(

0 𝜎𝜇

𝜎̄𝜇 0

)
, 𝛾0𝛾𝜇 =

(
𝜎̄𝜇 0
0 𝜎𝜇

)
. (9.11)

进一步定义

𝜓̄ ≡ 𝜓†𝛾0. (9.12)

于是，Lagrangian 可以写为整齐的形式

L𝐷 = 𝑖𝜓̄𝛾𝜇𝜕𝜇𝜓 − 𝑚𝜓̄𝜓. (9.13)

为了方便起见，有时候也会定义 𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 =

(
−1 0
0 1

)
Majorana spinor 刚才构建Lagrangian时，分别用到了左右手场𝜓𝐿 𝜓𝑅. 实际上也可以只用左手场来构建Lorentz-
invariant Lagrangian. 这样构建出的 Lagrangian 是 Majorana Lagrangian。

首先重新考虑 Lorentz 不变的 Weyl mass term。(在群论 note 里搜索 weyl mass term)(
𝜒𝑐𝐿

)†
𝜓𝐿 = 𝜒𝑇𝐿𝜎2𝜓𝐿 .

可以构建 Lorentz invariant mass term 为

−𝑖𝜓𝑇𝐿𝜎2𝜓𝐿 . (9.14)

这一项有一些奇怪，因为具体来说它等于 0

−𝑖𝜓𝑇𝐿𝜎2𝜓𝐿 = −𝑖
(
𝜓1 𝜓2

) (
0 −𝑖
𝑖 0

) (
𝜓1

𝜓2

)
= 𝜓2𝜓1 − 𝜓1𝜓2. (9.15)

所以其实它只能是 Grassman 数，不过先不讨论这个问题。以后有时间了再看看它的量子化以及经典场到底应该

是什么样子的。

类似的，也可以只用 Left-handed spinor 得到动能项，直接写为

𝑖𝜓†𝐿𝜎̄
𝜇𝜕𝜇𝜓𝐿 . (9.16)

Lagrangian 写为

L𝑀 = 𝑖𝜓†𝐿𝜎̄
𝜇𝜕𝜇𝜓𝐿 − 𝑚

(
−𝑖𝜓𝑇𝐿𝜎2𝜓𝐿

)
. (9.17)

对于 Majorana spinor 方程的解后面再说。

9.2 Dirac Equation and its solution
之前利用左右手 weyl spinor 构建了 Lorentz invariant 的 Lagrangian.

L𝐷𝑖𝑟𝑎𝑐 = 𝜓̄
(
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚

)
𝜓. (9.18)

Dirac Equation 直接对 Dirac Lagrangian 中的 𝜓̄ 做变分得到 Dirac 方程:(
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚

)
𝜓 = 0. (9.19)

Weyl equation 将 Dirac equation 中的左右手旋量拆分开(
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚

) (
𝜓𝐿

𝜓𝑅

)
= 0. (9.20)
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考虑到 gamma matrix 的具体形式𝛾𝜇 ≡ ©­«
0 𝜎𝜇

𝜎̄𝜇 0
ª®¬ 𝜎𝜇 = (I, 𝜎𝑖) , 𝜎̄𝜇 = (I,−𝜎𝑖) . (9.21)

带入得到 (
𝑖𝜕0

(
0 I

I 0

)
+ 𝑖𝜕𝑖

(
0 𝜎𝑖

−𝜎𝑖 0

)
− 𝑚

(
I 0
0 I

)) (
𝜓𝐿

𝜓𝑅

)
=

(
−𝑚 𝑖𝜕0 + 𝑖𝝈 · ∇

𝑖𝜕0 − 𝑖𝝈 · ∇ −𝑚

) (
𝜓𝐿

𝜓𝑅

)
= 0. (9.22)

分开写做右手 spinor 对应的方程为
(𝑖𝜕0 + 𝑖𝝈 · ∇) 𝜓𝑅 − 𝑚𝜓𝐿 = 0,

(𝑖𝜕0 − 𝑖𝝈 · ∇) 𝜓𝐿 − 𝑚𝜓𝑅 = 0.
(9.23)

如果没有质量，左右手旋量对应的方程可以拆分开，叫做 Weyl Equation
(𝜕0 + 𝝈 · ∇) 𝜓𝑅 = 0,

(𝜕0 − 𝝈 · ∇) 𝜓𝐿 = 0.
(9.24)

Dirac spinor satisfy KleinGordon equation 对于 Dirac equation(
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚

)
𝜓 = 0. (9.25)

直接计算发现 (
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 + 𝑚

) (
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑚

)
𝜓 = 0,[

−
(
𝛾𝜇𝜕𝜇

) (
𝛾𝜇𝜕𝜇

)
− 𝑚2] 𝜓 = 0.

(9.26)

注意到 gamma matrix 有性质

/𝑎/𝑎 = 𝑎𝜇𝑎𝜈𝛾
𝜇𝛾𝜈

= 𝑎𝜇𝑎𝜈

{
1
2
{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} + 1

2
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈]

}
,

= 𝑎𝜇𝑎𝜈

(
𝑔𝜇𝜈 + 1

2
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈]

)
,

= 𝑎𝜇𝑎
𝜇 = 𝑎2.

(9.27)

带入上面的计算发现 Dirac spinor 确实满足 Klein-Gordon 方程。(
𝜕𝜇𝜕𝜇 + 𝑚

)
𝜓 = 0. (9.28)

由于 Dirac spinor 满足 Klein-gordon equation, 直接将解写为正负能量解的线性叠加

Ψ(𝑥) = 𝑢(𝑝)𝑒−𝑖 𝑝𝑥 + 𝑣(𝑝)𝑒𝑖 𝑝𝑥 , 𝑝 =

(√
𝑚2 + 𝒑2, 𝒑

)
. (9.29)

考虑 Dirac Equation, 可以找到正反粒子 spinor u, v 满足的方程:(
/𝑝 − 𝑚

)
𝑢(𝑝) = 0,(

/𝑝 + 𝑚
)
𝑣(𝑝) = 0.

(9.30)

Lorentz 在 rest frame 中，粒子的动量写为 𝑝 = (𝑚, 0). 考虑正粒子 spinor 满足的方程(
/𝑝 − 𝑚

)
𝑢(0) = (𝛾0𝑚 − 𝑚)𝑢(0) = 𝑚

(
−1 1
1 −1

)
𝑢(0) = 0 (9.31)

直接将解写为如下形式并归一化，

𝑢(0) =
√
𝑚

(
𝜉

𝜉

)
𝜉𝑠
′†𝜉𝑠 = 𝛿𝑠,𝑠′ ,

∑
𝑠

𝜉𝑠𝜉𝑠† = I (9.32)

虽然 𝜉 有两种取法，但是先不说是具体是哪个，后面几小段先直接当作 𝜉 来推导。
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9.2 Dirac Equation and its solution

接下来考虑 Lorentz 变换，只考虑 z 方向的 Lorentz 变换，Lorentz 变换过后希望能动量是 (𝐸, 𝑝3)。首先考虑

Lorentz 变换，z-boost Lorentz 变换用指数形式写为

Λ𝜇𝜈 = exp


𝜂

©­­­­­«
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

ª®®®®®¬

. (9.33)

简单起见，只考虑 Lorentz 变换的时间分量和 z-空间分量，要求在变换后的参考系中粒子具有 z 方向的动量 𝑝3,
将这个对群参数的要求具体写为矩阵形式(

𝐸

𝑝3

)
= exp

(
𝜂

(
0 1
1 0

) ) (
𝑚

0

)
, J =

(
𝑚

0

)
, J2𝑛 = 1, J2𝑛+1 = J. (9.34)

对 exp 函数展开

exp

(
𝜂

(
0 1
1 0

) )
=
∞∑
𝑛=0

(𝜂J)𝑛
𝑛!

=
∞∑
𝑚=0

(𝜂J)2𝑚
(2𝑚)! +

∞∑
𝑚=0

(𝜂J)2𝑚+1
(2𝑚 + 1)!

= cosh 𝜂I + sinh(𝜂)J.

(9.35)

于是，Lorentz 变换后动量为 𝑝3 的条件写为 (
𝐸

𝑝3

)
=

(
𝑚 cosh 𝜂
𝑚 sinh 𝜂

)
(9.36)

这样定义的群参数叫做 rapidity 快度，快度在连续 Lorentz 变化下可以相加，简单来说

(cosh 𝜂I + sinh(𝜂)J) (cosh 𝜂′I + sinh(𝜂′)J) = (cosh(𝜂 + 𝜂)I + sinh(𝜂 + 𝜂′)J) . (9.37)

这个式子可以通过直接计算验证，先不写过程了。

接下来考虑 Dirac spinor 的 Lorentz boost. 由群论中的知识，与 Lorentz trans 对应的 Dirac spinor 的 Lorentz
transformation 是

Λ𝜇𝜈 = exp(𝜔𝜇𝜈) ⇔ exp
(
− 𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝑆

𝜇𝜈

)
, 𝑆𝜇𝜈 =

𝑖

4
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈] , 𝑆03 = − 𝑖

2

(
𝜎3 0
0 −𝜎3

)
. (9.38)

对于我们考虑的 Lorentz 变换, Lorentz 变换的参数写为

𝜔
𝜇
𝜈 = 𝜂

©­­­­­«
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

ª®®®®®¬
⇒ 𝜔𝜇𝜈 =

©­­­­­«
0 0 0 𝜂

0 0 0 0
0 0 0 0
−𝜂 0 0 0

ª®®®®®¬
. (9.39)

对于这个 Lorentz 变换的参数，对应的 Dirac spinor 变换写为

exp
(
− 𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝑆

𝜇𝜈

)
= exp

(
−𝑖𝜔03𝑆

03
)
= exp

(
−𝑖𝜂−𝑖

2

(
𝜎3 0
0 𝜎3

) )
= exp

(
−𝜂1

2

(
𝜎3 0
0 −𝜎3

) )
. (9.40)

考虑到 𝜎3 matrix 的性质

(𝜎3)2𝑛 = 1, (𝜎3)2𝑛+1 = 𝜎3,
∑
𝑛

1
(2𝑛)! (𝑥)

2𝑛 = cosh(𝑥),
∑
𝑛=0

1
(2𝑛 + 1)! (𝑥)

2𝑛+1 = cosh(𝑥) (9.41)

Dirac Spinor 在 z-boost 下变换具体写为

exp
(
− 𝑖

2
𝜔𝜇𝜈𝑆

𝜇𝜈

)
=
+∞∑
𝑛=0

[
(−𝜂

2
)2𝑛 1
(2𝑛)!

(
I 0
0 I

)
+ (−𝜂

2
)2𝑛+1 1

(2𝑛 + 1)!

(
𝜎3 0
0 −𝜎3

)]
= cosh( 𝜂

2
)
(
I 0
0 I

)
− sinh( 𝜂

2
)
(
𝜎3 0
0 −𝜎3

)
.

(9.42)
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9.2 Dirac Equation and its solution

现在知道了 Dirac Spinor 的 Lorentz boost, 将它用到 rest frame 中的 spinor 得到 boost 参考系中的 Spinor

𝑢(𝑝) =
[
cosh( 𝜂

2
)
(
I 0
0 I

)
− sinh( 𝜂

2
)
(
𝜎3 0
0 −𝜎3

)]
𝑢(0),

=
√
𝑚

[
cosh( 𝜂

2
)
(
I 0
0 I

)
− sinh( 𝜂

2
)
(
𝜎3 0
0 −𝜎3

)] (
𝜉

𝜉

)
,

=
√
𝑚

(
1−𝜎3

2 𝑒𝜂/2 + 1+𝜎3
2 𝑒−𝜂/2 0

0 1+𝜎3
2 𝑒𝜂/2 + 1−𝜎3

2 𝑒−𝜂/2

) (
𝜉

𝜉

) (9.43)

稍微解释一下为什么可以直接用 Lorentz 变换得到解。在经典场中，如果在原本的坐标系中有解 𝜓(𝑥), 在新

的坐标系中也可以有解 𝜓′ (𝑥′), 他们之间的关系是

𝜓′ (𝑥′) = exp(− 𝑖
2
𝜔𝜇𝜈𝑆

𝜇𝜈)𝜓(𝑥), 𝑥′ = Λ𝑥 (9.44)

对于所需要考虑的解，

𝜓(𝑥) = 𝑢(𝑝)𝑒−𝑖 𝑝𝑥 ⇒ 𝜓′ (𝑥′) = 𝑢′ (𝑝′)𝑒−𝑖 𝑝′ ·𝑥′ , 𝑢′ (𝑝′) = exp(− 𝑖
2
𝜔𝜇𝜈𝑆

𝜇𝜈)𝑢(𝑝), 𝑝′ · 𝑥′ = 𝑝 · 𝑥. (9.45)

可以看到 spinor 确实是按照 Dirac spinor representation 变换的。

回到之前需要快度满足的条件 (9.36).(
𝐸

𝑝3

)
=

(
𝑚 cosh 𝜂
𝑚 sinh 𝜂

)
⇒ 𝐸 = 𝑚

𝑒𝜂 + 𝑒−𝜂
2

, 𝑝3 = 𝑚
𝑒𝜂 − 𝑒−𝜂

2
⇒ 𝑚𝑒𝜂 = 𝐸 + 𝑝3 𝑚𝑒−𝜂 = 𝐸 − 𝑝3. (9.46)

带入所得到的快度解来确定 spinor

𝑢(𝑝) = ©­«
(√
𝐸 + 𝑝3 1−𝜎3

2 +
√
𝐸 − 𝑝3 1+𝜎3

2

)
𝜉(√

𝐸 + 𝑝3 1+𝜎3
2 +

√
𝐸 − 𝑝3 1−𝜎3

2

)
𝜉

ª®¬ . (9.47)

有一种将它写为更对称形式的方法。首先注意到(√
𝐸 + 𝑝3 1 − 𝜎3

2
+

√
𝐸 − 𝑝3 1 + 𝜎3

2

)2
= (𝐸 + 𝑝3) ( 1 − 𝜎3

2
)2 + (𝐸 − 𝑝3)( 1 + 𝜎3

2
)2 + 2

√
(𝐸 + 𝑝3)(𝐸 − 𝑝3) 1 − 𝜎3

2
1 + 𝜎3

2
(9.48)

考虑到 pauli 矩阵性质

(1 ± 𝜎3)2 = (1 + 𝜎2
3 ± 2𝜎3) = 2(1 ± 𝜎3), (1 + 𝜎3)(1 − 𝜎3) = 0. (9.49)

于是前面的平方项写为

(· · · )2 = (𝐸 + 𝑝3) 1 − 𝜎3

2
+ (𝐸 − 𝑝3) 1 + 𝜎3

2
= 𝐸 − 𝑝3𝜎3. (9.50)

于是 boost 后的参考系中的 spinor 确定为

𝑢(𝑝) =
(√
𝐸 − 𝑝3𝜎3𝜉√
𝐸 + 𝑝3𝜎3𝜉

)
⇒

(√
𝑝 · 𝜎𝜉
√
𝑝 · 𝜎̄𝜉

)
. (9.51)

理所当然的认为这个解可以推广到所有的动量情况 (不仅是 z 方向的动量)。
对于 v(p), 同理，也可以用这样的方法来求解任意的动量对应的 Spinor。只是需要注意 0 动量的 rest frame 解

是

𝑣(0) =
√
𝑚

(
𝜂

−𝜂

)
. (9.52)

直接验证得到正粒子 spinor 的正交关系 (𝜎 是 hermitian matrix)

𝑢† (𝑝)𝑢(𝑝) =
(
𝜉†
√
𝑝 · 𝜎, 𝜉†

√
𝑝 · 𝜎̄

) (√
𝑝 · 𝜎𝜉
√
𝑝 · 𝜎̄𝜉

)
= (𝑝 · 𝜎 + 𝑝 · 𝜎̄)𝜉†𝜉 = 2𝑝0𝜉†𝜉 = 2𝐸𝑝 (9.53)
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9.2 Dirac Equation and its solution

因为 Dirac Spinor Lagrangian 中有 𝜓̄ 形式的量，这里也定义对应的

𝑢̄(𝑝) ≡ 𝑢† (𝑝)𝛾0. (9.54)

同样可以验证正交关系

𝑢̄(𝑝)𝑢(𝑝) =
(
𝜉†
√
𝑝 · 𝜎 𝜉†

√
𝑝 · 𝜎̄

) (
0 1
1 0

) (√
𝑝 · 𝜎𝜉
√
𝑝 · 𝜎̄𝜉

)
= 2

√
(𝑝 · 𝜎)(𝑝 · 𝜎̄)𝜉†𝜉. (9.55)

Conclusion Dirac Equation 的正反粒子解是

𝜓(𝑥) = 𝑢𝑠 (𝑝)𝑒−𝑖 𝑝𝑥 , (/𝑝 − 𝑚)𝑢(𝑝) = 0,

𝜓(𝑥) = 𝑣𝑠 (𝑝)𝑒+𝑖 𝑝𝑥 , (/𝑝 + 𝑚)𝑣(𝑝) = 0.
(9.56)

其中 spinor 的具体形式以及他们满足的正交关系是

𝑢𝑠 (𝑝) =
(√
𝑝 · 𝜎𝜉𝑠
√
𝑝 · 𝜎̄𝜉𝑠

)
, 𝑢̄𝑟 (𝑝)𝑢𝑠 (𝑝) = 2𝑚𝛿𝑟𝑠 , 𝑢†𝑟 (𝑝)𝑢𝑠 (𝑝) = 2𝐸𝑝𝛿𝑟𝑠 . (9.57)

𝑣𝑠 (𝑝) =
( √

𝑝 · 𝜎𝜂𝑠

−√𝑝 · 𝜎̄𝜂𝑠

)
, 𝑣̄𝑟 (𝑝)𝑣𝑠 (𝑝) = −2𝑚𝛿𝑟𝑠 , 𝑣†𝑟 (𝑝)𝑣𝑠 (𝑝) = 2𝐸𝑝𝛿𝑟𝑠 . (9.58)

另外，直接计算可以发现

𝑢̄𝑟 (𝑝)𝑣𝑠 (𝑝) = 𝑣̄𝑟 (𝑝)𝑢𝑠 (𝑝) = 0, 𝑢†𝑟 (𝑝0, 𝒑)𝑣𝑠 (𝑝0,− 𝒑) = 𝑣†𝑟 (𝑝0,− 𝒑)𝑢𝑠 (𝑝0, 𝒑) = 0. (9.59)

Spin sums 有一个技巧性的求和公式∑
𝑠=+1,−1

𝑢𝑠 (𝑝)𝑢̄𝑠 (𝑝) =
∑

𝑠=+1,−1

(√
𝑝 · 𝜎𝜉𝑠
√
𝑝 · 𝜎̄𝜉𝑠

) (
𝜉𝑠†
√
𝑝 · 𝜎 𝜉𝑠†

√
𝑝 · 𝜎̄

) (
0 1
1 0

)
=
∑
𝑠

(√
𝑝 · 𝜎𝜉𝑠
√
𝑝 · 𝜎̄𝜉𝑠

) (
𝜉𝑠†
√
𝑝 · 𝜎̄ 𝜉𝑠†

√
𝑝 · 𝜎

)
=
∑
𝑠

(√
𝑝 · 𝜎√𝑝 · 𝜎̄𝜉𝑠𝜉𝑠† 𝑝 · 𝜎 𝜉𝑠𝜉𝑠†

𝑝 · 𝜎̄ 𝜉𝑠𝜉𝑠†
√
𝑝 · 𝜎√𝑝 · 𝜎̄𝜉𝑠𝜉𝑠†

) (9.60)

利用
√
𝑝 · 𝜎√𝑝 · 𝜎̄ = 𝑚 以及

∑
𝑠 𝜉
𝑠𝜉𝑠† = I (完备条件) 得到∑

𝑠

𝑢𝑠 (𝑝)𝑢̄𝑠 (𝑝) =
(
𝑚 𝑝 · 𝜎
𝑝 · 𝜎̄ 𝑚

)
= /𝑝 + 𝑚 (9.61)

类似的，对于负能量解的 Spinor 也满足 Spin-sum 的条件∑
𝑠

𝑣𝑠 (𝑝)𝑣𝑠 (𝑝) =
(
−𝑚 𝑝 · 𝜎
𝑝 · 𝜎̄ −𝑚

)
= /𝑝 − 𝑚 (9.62)

注意到之前说的正反粒子解的 spinor 满足的 spinor 方程, 以及正反 spinor 的正交关系

(
/𝑝 − 𝑚

)
𝑢(𝑝) = 0,(

/𝑝 + 𝑚
)
𝑣(𝑝) = 0.

𝑢𝑟 (𝑝)𝑢𝑠 (𝑝) = 2𝑚𝛿𝑟𝑠 ,

𝑣𝑟 (𝑝)𝑣𝑠 (𝑝) = −2𝑚𝛿𝑟𝑠 .

(9.63)

可以发现 Spin sum 也相当于投影算符 (关于正反粒子的投影算符)

𝑃+ ≡
1

2𝑚
∑
𝑠

𝑢𝑠 (𝑝)𝑢𝑠 (𝑝), 𝑃+𝑢𝑠 (𝑝) = 𝑢𝑠 (𝑝), 𝑃+𝑣𝑠 (𝑝) = 0, (9.64)

𝑃− ≡
−1
2𝑚

∑
𝑠

𝑣𝑠 (𝑝)𝑣𝑠 (𝑝), 𝑃−𝑣𝑠 (𝑝) = 𝑣𝑠 (𝑝), 𝑃−𝑢𝑠 (𝑝) = 0. (9.65)
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9.2 Dirac Equation and its solution

Use Helicity state to construct 在之前的正反粒子 spinor 中都有一个二维度的 weyl spinor 𝜉 没有确定，现在直接

给定 helicity state

𝜉1 = 𝜉↑ =

(
cos 𝜃2
𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃

2

)
, 𝜉2 = 𝜉↓ =

(
−𝑒−𝑖𝜑 sin 𝜃/2

cos 𝜃/2

)
. (9.66)

这些态是正交归一的

(𝜉𝑠′ )†𝜉𝑠 = 𝛿𝑠,𝑠′ . (9.67)

这样定义的 weyl spinor 确实是 helicity 的本征态

(𝒏 · 𝝈)𝜉↑ = +𝜉↑, (𝒏 · 𝝈)𝜉↓ = −𝜉↓. (9.68)

之后，定义另一种 weyl spinor
𝜉−𝑠 ≡ −𝑖𝜎2 (𝜉𝑠)∗. (9.69)

具体来说, 数值上

𝜉−1 = 𝜉2, 𝜉−2 = −𝜉1. (9.70)

它的 helicity 本征值和原来的是相反的

(𝒏 · 𝝈)𝜉−↑ = −𝜉−↑, (𝒏 · 𝝈)𝜉−↓ = +𝜉−↓. (9.71)

可以用这个 helicity state 构造 Dirac spinor

𝑢𝑠 (𝑝) =
(√
𝑝 · 𝜎𝜉𝑠
√
𝑝 · 𝜎̄𝜉𝑠

)
, 𝑣𝑠 (𝑝) =

( √
𝑝 · 𝜎𝜉−𝑠

−√𝑝 · 𝜎̄𝜉−𝑠

)
(9.72)

这样构造出来的 spinor 是 Helicity 的本征态，比如

ℎ𝑢1 (𝑝) = 1
2

(
𝑝 · 𝝈 0

0 𝑝 · 𝝈

)
𝑢1 (𝑝) = 1

2

(
𝑝 · 𝝈 0

0 𝑝 · 𝝈

) (√
𝑝0𝜎0 − 𝒑 · 𝝈𝜉1√
𝑝0𝜎0 + 𝒑 · 𝝈𝜉1

)
(9.73)

=
1
2
𝑢1 (𝑝). (9.74)

其中，用到了 𝑝 · 𝝈 与 𝒑 · 𝝈 对易的性质。类似的，可以说明

ℎ𝑢1 (𝑝) = 1
2
𝑢1 (𝑝), ℎ𝑢2 (𝑝) = −1

2
𝑢2 (𝑝), ℎ𝑣1 (𝑝) = −1

2
𝑣1 (𝑝), ℎ𝑣2 (𝑝) = +1

2
𝑣2 (𝑝). (9.75)

定义 𝛾5 为

𝛾5 =

(
−1 0
0 1

)
. (9.76)

左右手投影矩阵定义为

𝑃𝐿 ≡
1
2
(1 − 𝛾5), 𝑃𝑅 ≡

1
2
(1 + 𝛾5). (9.77)

Helicity And Left-Right hand under high-energy limit Helicity 螺旋度定义为

ℎ ≡ 𝒑̂ · 𝑆 =
1
2
𝑝𝑖

(
𝜎𝑖 0
0 𝜎𝑖

)
(9.78)

结论是，对于没有质量的费米子，

1) 没有质量的，螺旋度 ℎ = 1/2 正粒子是右手 Fermion，ℎ = −1/2 是左手 Fermion.
2) 没有质量的，螺旋度 ℎ = 1/2 反粒子是左手 Fermion，ℎ = −1/2 是右手 Fermion.

感觉这部分很多地方证明的很不靠谱，后面如果有时间了应该想想怎么证明 (need details), 这里证明一下。

[𝑃𝑅𝑢1 (𝑝) = 𝑢1 (𝑝)] High-energy limit helicity 1/2 , spinor

𝑢1 (𝑝) =
(√
𝑝 · 𝜎𝜉1

√
𝑝 · 𝜎̄𝜉1

)
, 𝜉1 =

(
cos 𝜃2
𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃

2

)
. (9.79)
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9.3 Gordon Identity

√
𝑝 · 𝜎𝜉1 =

√
𝑝 · 𝜎

(
cos 𝜃2
𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃

2

)
,

√
𝑝 · 𝜎𝜉1 =

√
𝑝 · 𝜎

(
cos 𝜃2
𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃

2

)
(9.80)

𝑝𝜇 = 𝐸 (1, sin 𝜃 cos 𝜑, sin 𝜃 sin 𝜑, cos 𝜃),

√
𝑝 · 𝜎 =

√√√
𝐸

(
1 − cos 𝜃 − sin 𝜃𝑒−𝑖𝜑

− sin 𝜃𝑒𝑖𝜑 1 + cos 𝜃

)
=
√

2𝐸

(
sin2 𝜃

2 −𝑒−𝑖𝜑 sin 𝜃
2 cos 𝜃2

−𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃
2 cos 𝜃2 cos2 𝜃

2

)
(9.81)

√
𝑝 · 𝜎 =

√√√
𝐸

(
1 + cos 𝜃 + sin 𝜃𝑒−𝑖𝜑

+ sin 𝜃𝑒𝑖𝜑 1 − cos 𝜃

)
=
√

2𝐸

(
cos2 𝜃

2 𝑒−𝑖𝜑 sin 𝜃
2 cos 𝜃2

𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃
2 cos 𝜃2 sin2 𝜃

2

)
(9.82)

√
𝑝 · 𝜎𝜉1 =

√
𝑝 · 𝜎

(
cos 𝜃2
𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃

2

)
= 0,

√
𝑝 · 𝜎𝜉1 =

√
𝑝 · 𝜎

(
cos 𝜃2
𝑒𝑖𝜑 sin 𝜃

2

)
=
√

2𝐸𝜉1 (9.83)

𝑢1 (𝑝)

𝑢1 (𝑝) =
√

2𝐸

(
0
𝜉1

)
. (9.84)

□

9.3 Gordon Identity
定义

𝑆𝜇𝜈 = Σ𝜇𝜈 =
𝑖

4
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈] . (9.85)

利用 gamma 矩阵的对易性质

{𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝜇 = 2𝑔𝜇𝜈 . (9.86)

于是

Σ𝜇𝜈 =
𝑖

4
(−2𝑔𝜇𝜈 + 2𝛾𝜇𝛾𝜈) = 𝑖

2
(−𝑔𝜇𝜈 + 𝛾𝜇𝛾𝜈)

=
𝑖

4
(2𝑔𝜇𝜈 − 2𝛾𝜈𝛾𝜇) = 𝑖

2
(𝑔𝜇𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇) .

(9.87)

并且，Spinor 满足 Dirac 方程

(𝛾 · 𝑝 − 𝑚) 𝑢(𝑝) = 0, 𝑢̄(𝑝′) (𝛾 · 𝑝′ − 𝑚) = 0. (9.88)

考虑
2𝑢̄(𝑝′)𝑖Σ𝜇𝜈 (𝑝′𝜈 − 𝑝𝜈)𝑢(𝑝) =𝑢̄(𝑝′)

[
(𝛾𝜈𝛾𝜇 − 𝑔𝜇𝜈)𝑝′𝜈 − (𝑔𝜇𝜈 − 𝛾𝜇𝛾𝜈)𝑝𝜈

]
𝑢(𝑝)

=𝑢̄(𝑝′) [𝛾 · 𝑝′𝛾𝜇 − (𝑝′ + 𝑝)𝜇 + 𝛾𝜇𝛾 · 𝑝] 𝑢(𝑝)

=𝑢̄(𝑝′) [𝑚𝛾𝜇 − (𝑝′ + 𝑝)𝜇 + 𝛾𝜇𝑚] 𝑢(𝑝)

=𝑢̄(𝑝′) [2𝑚𝛾𝜇 − (𝑝′ + 𝑝)𝜇] 𝑢(𝑝).

(9.89)

于是

𝑢̄(𝑝′)𝛾𝜇𝑢(𝑝) = 1
2𝑚

𝑢̄(𝑝′) (𝑝′ + 𝑝)𝜇𝑢(𝑝) + 𝑖

𝑚
𝑢̄(𝑝′)Σ𝜇𝜈𝑞𝜈𝑢(𝑝). (9.90)

注意到

𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3,
{
𝛾5, 𝛾𝜇

}
= 0. (9.91)
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9.4 Quantization (need details)

于是
2𝑢̄(𝑝′)𝑖Σ𝜇𝜈 (𝑝′𝜈 − 𝑝𝜈)𝛾5𝑢(𝑝) =𝑢̄(𝑝′)

[
(𝛾𝜈𝛾𝜇 − 𝑔𝜇𝜈)𝑝′𝜈 − (𝑔𝜇𝜈 − 𝛾𝜇𝛾𝜈)𝑝𝜈

]
𝛾5𝑢(𝑝)

=𝑢̄(𝑝′) [𝛾 · 𝑝′𝛾𝜇 − (𝑝′ + 𝑝)𝜇 + 𝛾𝜇𝛾 · 𝑝] 𝛾5𝑢(𝑝)

=𝑢̄(𝑝′)
[
𝑚𝛾𝜇𝛾5 − (𝑝′ + 𝑝)𝜇𝛾5 − 𝛾𝜇𝛾5𝑚

]
𝑢(𝑝)

=𝑢̄(𝑝′)
[
−(𝑝′ + 𝑝)𝜇𝛾5] 𝑢(𝑝).

(9.92)

也就是

𝑢̄(𝑝′ + 𝑝)𝜇𝛾5𝑢(𝑝) + 2𝑖𝑢̄(𝑝′)Σ𝜇𝜈𝑞𝜈𝛾5𝑢(𝑝) = 0. (9.93)

Gordon Identity 就是

𝑢̄(𝑝′)𝛾𝜇𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝′)
(

1
2𝑚
(𝑝′ + 𝑝)𝜇𝑢(𝑝) + 𝑖

𝑚
Σ𝜇𝜈𝑞𝜈

)
𝑢(𝑝). (9.94)

𝑢̄(𝑝′) (𝑝′ + 𝑝)𝜇𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝′) (2𝑚𝛾𝜇 − 2𝑖Σ𝜇𝜈𝑞𝜈) 𝑢(𝑝), (9.95)

𝑞 ≡ 𝑝′ − 𝑝, (9.96)
1
2
𝜎𝜇𝜈 = 𝑆𝜇𝜈 = Σ𝜇𝜈 =

𝑖

4
[𝛾𝜇, 𝛾𝜈] . (9.97)

9.4 Quantization (need details)
不加证明的写出量子化后的 Dirac 场

Ψ =
∑
𝑠=±1/2

ˆ
𝑑𝑝

(
𝑏𝑠 (𝑝)𝑢𝑠 (𝑝)𝑒−𝑖 𝑝 ·𝑥 + 𝑑†𝑠𝑣𝑠 (𝑝)𝑒𝑖 𝑝 ·𝑥

)
. (9.98)

以及

Ψ̄ =
∑

𝑠′=±1/2

ˆ
𝑑𝑝′

(
𝑏†𝑠′ (𝑝

′)𝑢̄𝑠′ (𝑝′)𝑒−𝑖 𝑝
′ ·𝑥 + 𝑑𝑠′ 𝑣̄𝑠′ (𝑝′)𝑒𝑖 𝑝

′ ·𝑥
)
. (9.99)

ETCR, 等时对易关系写为 {
Ψ𝛼 (𝒙, 𝑡),Ψ𝛽 (𝒚, 𝑡)

}
= 0,

{
Ψ𝛼 (𝒙, 𝑡),Ψ𝛽 (𝒚, 𝑡)

}
= 0. (9.100)

利用 Dirac 方程的正反粒子 spinor 𝑢(𝑝) 𝑣(𝑝) 的正交性质，可以将产生湮灭算符从场的模式展开中提取出来

𝑏𝑠 (𝑝) =
ˆ
𝑑3𝑥𝑒𝑖 𝑝𝑥𝑢𝑠 (𝑝)𝛾0Ψ(𝑥), 𝑏†𝑠 (𝑝) =

ˆ
𝑑3𝑥𝑒−𝑖 𝑝𝑥Ψ(𝑥)𝛾0𝑢𝑠 (𝑝),

𝑑†𝑠 (𝑝) =
ˆ
𝑑3𝑥𝑒−𝑖 𝑝𝑥𝑣𝑠 (𝑝)𝛾0Ψ(𝑥), 𝑑𝑠 (𝑝) =

ˆ
𝑑3𝑥𝑒𝑖 𝑝𝑥Ψ(𝑥)𝛾0𝑣𝑠 (𝑝).

(9.101)

将 Equal-Time-Commutation relation 带入场的模式展开中可以得到升降算符的对易关系{
𝑏𝑠 (𝑝), 𝑏†𝑠′ (𝑝

′)
}
= (2𝜋)32𝐸𝑝 𝛿3 (𝑝 − 𝑝′)𝛿𝑠𝑠′ ,

{
𝑑†𝑠 (𝑝), 𝑑𝑠′ (𝑝′)

}
= (2𝜋)32𝐸𝑝 𝛿3 (𝑝 − 𝑝′)𝛿𝑠𝑠′ . (9.102)

others anti-commutation equals to 0.

Propagator 传播子直接计算出结果为 (need details)

𝑆(𝑥 − 𝑦)𝛼,𝛽 = 〈0|Ψ𝛼 (𝑥)Ψ𝛽 (𝑦) |0〉 =
1
𝑖

ˆ
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖 𝑝 · (𝑥−𝑦)

(/𝑝 + 𝑚)𝛼,𝛽
−𝑝2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

. (9.103)

正反粒子态直接定义为

|𝑝, 𝑠, +〉 = 𝑏†𝑠 (𝑝) |0〉, |𝑝, 𝑠,−〉 = 𝑑†𝑠 (𝑝) |0〉. (9.104)

满足归一化条件

〈𝑝, 𝑠, 𝑞 |𝑝′, 𝑠′, 𝑞′〉 = (2𝜋)3 2𝐸𝑝 𝛿 (3) (𝑝 − 𝑝′)𝛿𝑠𝑠′𝛿𝑞𝑞′ . (9.105)
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9.5 CPT Discrete Symmetry

稍微注意一下顺序，因为算符都是反对易的 |1, 2〉 = −|2, 1〉，为了方便起见生成粒子的时候总是把 1 粒子的生成

算符写在前面。

9.5 CPT Discrete Symmetry
学校的健身房也叫做 CPT 笑死了。。。

Parity 对于经典 Dirac 场，Parity 变换为

𝜓′ (𝑥′) = P𝜓(𝑥) = 𝜂𝑝𝛾0𝜓(𝑥) (9.106)

对于量子场，做 Parity 变换后的场相当于给所有的态矢量做了一个量子 Parity 变换，这个变换是幺正且等于自身

的逆。

|𝛼〉 → 𝑃̂ |𝛼〉, |𝛽〉 → 𝑃̂ |𝛽〉. (9.107)

变换后的态矢量对原来场的期望值等于原来态矢量感受到的变换后的场。

〈𝛽′ |𝜓(𝑡, 𝒙) |𝛼′〉 = 〈𝛽 |𝜓′ (𝑡, 𝒙) |𝛼〉 = 〈𝛽 |P𝜓(𝑡,−𝒙) |𝛼〉. (9.108)

具体来说，场的变换是:

𝑃̂𝜓(𝑡, 𝒙)𝑃̂ = 𝜂𝑝𝛾
0𝜓(𝑡,−𝒙), (9.109)

同样的，

𝑃̂𝜓̄(𝑡, 𝒙)𝑃̂ = 𝑃̂𝜓†𝛾0𝑃̂ = 𝑃̂𝜓†𝑃̂𝛾0 = (𝑃̂𝜓𝑃̂)†𝛾0 (9.110)

=
(
𝜂𝑝𝛾

0𝜓(𝑡,−𝒙)
)†
𝛾0 = 𝜂∗𝑝𝜓̄(𝑡,−𝒙)𝛾0. (9.111)

带入场的模式展开，可以直接得到产生湮灭算符的的量子 Parity 变换性质 (need details)

𝑃̂𝑏𝒑,𝑠 𝑃̂ = 𝜂𝑃𝑏−𝒑,𝑠 , 𝑃̂𝑑𝒑,𝑠 𝑃̂ = −𝜂∗𝑃𝑑−𝒑,𝑠 , (9.112)

𝑃̂𝑏†𝒑,𝑠 𝑃̂ = 𝜂∗𝑃𝑏
†
−𝒑,𝑠 , 𝑃̂𝑑†𝒑,𝑠 𝑃̂ = −𝜂𝑃𝑑†−𝒑,𝑠 (9.113)

有时，为了方便，一般会直接取 𝜂𝑃 = 1。

Charge Conjugate 对于经典 Dirac 场，Charge conjugate 变换是

𝜓′ (𝑥) = C𝜓(𝑥) = 𝜂𝐶𝐶𝛾0 𝐾𝜓(𝑥) = −𝑖𝜂𝐶𝛾2𝜓∗ (𝑥). (9.114)

对于量子场，幺正变换后的场等于新的场

〈𝛽′ |𝜓(𝑡, 𝒙) |𝛼′〉 = 〈𝛽 |𝜓′ (𝑡, 𝒙) |𝛼〉 = 〈𝛽 | − 𝑖𝜂𝐶𝛾2𝜓∗ (𝑡, 𝒙) |𝛼〉. (9.115)

上式中的最后一项中的复共轭对于经典场就是简单的复共轭，但是对于量子场，实际上是厄米共轭。一般来说，

将最后一项写为

−𝑖𝜂𝐶𝛾2𝜓∗ (𝑥) = 𝜂𝐶 (−𝑖)(𝜓𝛾0𝛾2)𝑇 . (9.116)

于是得到量子场的 Charge conjugate 变换

𝐶̂𝜓𝐶̂ = −𝑖𝜂𝐶𝛾2𝜓∗ = 𝜂𝐶 (−𝑖) (𝜓𝛾0𝛾2)𝑇 . (9.117)

同样的,

𝐶̂𝜓̄𝐶̂ = 𝐶̂𝜓†𝛾0𝐶̂ = (𝐶̂𝜓𝐶̂)†𝛾0 = (−𝑖𝜂𝐶𝛾2𝜓∗)†𝛾0 = 𝑖𝜂∗𝐶𝜓
𝑇 (𝛾2)†𝛾0 = −𝑖𝜂∗𝐶𝜓𝑇𝛾2𝑇𝛾0𝑇 = −𝑖𝜂∗𝐶 (𝛾0𝛾2𝜓)𝑇 . (9.118)

Time reverse 时间反演变化是反幺正的，和量子力学中的一样，定义时间反演后的态矢量为

|𝛼̃〉 = 𝑇 |𝛼〉, |𝛽〉 = 𝑇 |𝛽〉. (9.119)
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9.6 LSZ reduction formula for Dirac Field

在反幺正变化下，

〈𝛼̃ |𝛽〉 = 〈𝛽 |𝛼〉. (9.120)

在经典情况下，Dirac 场的 time-reverse 变换是

𝜓′ (𝑥′) = 𝜂𝑇𝛾1𝛾3𝜓∗ (𝑥) (9.121)

在量子情况下，时间反演变化是

〈𝛼̃ |𝜓(𝑥′) |𝛽〉 = 〈𝛽 |𝜓′ (𝑥′) |𝛼〉 = 〈𝛽 |𝜂𝑇𝛾1𝛾3𝜓∗ (𝑥) |𝛼〉. (9.122)

考虑到反幺正算符有性质 {
〈𝛽 |𝑋 |𝛼〉 = 〈𝛼̃ |Θ𝑋†Θ−1 |𝛽〉. (9.123)

于是，场算符与时间反演变换满足

𝑇
(
𝜂𝑇𝛾

1𝛾3𝜓∗ (𝑥)
)∗
𝑇 = 𝜓(𝑥′) (9.124)

也就是

𝑇𝜓(𝑡, 𝒙)𝑇 = 𝜂∗𝑇𝛾
1𝛾3𝜓(−𝑡, 𝒙). (9.125)

类似的

𝑇𝜓̄𝑇 = 𝑇𝜓†𝛾0𝑇 = 𝑇𝜓†𝑇 (𝛾0)∗ = (𝑇𝜓𝑇)†𝛾0 =
[
𝜂∗𝑇𝛾

1𝛾3𝜓(−𝑡, 𝒙)
]†
𝛾0 (9.126)

= 𝜂𝑇𝜓
† (−𝑡, 𝒙) (𝛾3)† (𝛾1)†𝛾0 = −𝜂𝑇𝜓† (−𝑡, 𝒙)𝛾0𝛾1𝛾3 = −𝜂𝑇 𝜓̄(−𝑡, 𝒙)𝛾1𝛾3. (9.127)

其中，有一点需要说明一下，

𝑇𝜓†𝑇 = (𝑇𝜓𝑇)†. (9.128)

anti-unitary 算符的共轭是没有意义的。但是已经证明所有的 anti- Unitary 算符都可以写成 𝑇 = 𝑈𝐾 的形式，并且

由于分立对称性变换算符满足 𝑇𝑇 = 𝑈𝑈 = ‘′𝐼, 𝑈† = 𝑈 = 𝑈−1, 所以

𝑈𝐾𝜓†𝑈𝐾 = 𝑈𝜓†𝑈 = (𝑈𝜓𝑈)† = (𝑇𝜓𝑇)†. (9.129)

9.6 LSZ reduction formula for Dirac Field
认为场在时间 𝑡 → ±∞的时候也可以用模式展开，并且此时的产生湮灭算符恰好可以在 𝑡 → ±∞处生成粒

子。

考虑两个正粒子散射为两个正粒子的过程。(b 下面的数字角标标记了粒子的自旋 s)，稍微注意一下顺序，因

为算符都是反对易的 |1, 2〉 = −|2, 1〉生成粒子的时候总是把 1 粒子的生成算符写在前面。

〈 𝑓 |𝑖〉 = 〈0|𝑇 𝑏2′ (𝑝2′ , +∞)𝑏1′ (𝑝1′ , +∞)𝑏†1 (𝑝1,−∞)𝑏†2′ (𝑝2′ ,−∞)|0〉. (9.130)

不去直接求解它，而是去看一个式子

𝑏†1 (𝑝1,−∞) − 𝑏†1 (+∞) = −
ˆ +
−
𝑑𝑡 𝜕0𝑏

†
1 (𝑡). (9.131)

将式子写成这个形式的目的是用 𝑏† (+∞) 去表示 𝑏† (−∞), 然后回到散射过程的定义式子，利用时序乘积，将 𝑡 =

+∞的生成算符移到式子左边，最终和真空作用得到 0. 回到之前得到的利用场的模式展开反解出产生湮灭算符

的式子9.101
𝑏†𝑠 (𝑝) =

ˆ
𝑑3𝑥𝑒−𝑖 𝑝𝑥Ψ(𝑥)𝛾0𝑢𝑠 (𝑝). (9.132)

将这个式子带入得到

𝑏†1 (𝑝1,−∞) − 𝑏†1 (𝑝1, +∞) = −
ˆ
𝑑4𝑥𝜕0

(
𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥Ψ(𝑥)𝛾0𝑢𝑠 (𝑝1)

)
= −
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝛾0←−𝜕 0 − 𝑖𝛾0𝑝0

1

)
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 .

(9.133)
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利用正粒子解 Spinor 旋量满足的方程

(/𝑝 − 𝑚)𝑢(𝑝) = 0. (9.134)

考虑这个的目的主要是为了将里面的 𝑝0
1 项改写，具体来说

上式 = −
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝛾0←−𝜕 0 − 𝑖

(
𝛾0𝑝0

1 − 𝛾
𝑖 𝑝𝑖1 + 𝛾

𝑖 𝑝𝑖1

) )
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 , (9.135)

= −
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝛾0←−𝜕 0 − 𝑖

(
𝑚 + 𝛾𝑖 𝑝𝑖1

) )
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 , (9.136)

= −
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝛾0←−𝜕 0 − 𝑖𝑚 − 𝑖𝛾𝑖 𝑝𝑖1

)
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 , (9.137)

= −
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝛾0←−𝜕 0 − 𝑖𝑚 + 𝛾𝑖

−→
𝜕 𝑖

)
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 (9.138)

= −
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝛾0←−𝜕 0 − 𝑖𝑚 − 𝛾𝑖

−→
𝜕 𝑖

)
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 = −

ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝛾𝜇
←−
𝜕 𝜇 − 𝑖𝑚

)
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 , (9.139)

= 𝑖
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)

(
𝑖
←−/𝜕 + 𝑚

)
𝑢(𝑝1)𝑒−𝑖 𝑝1 ·𝑥 (9.140)

其中的倒数第二步用到了分部积分，最终写为了比较好看的形式之后利用这个方法可以用 𝑡 = +∞的产生算符

表示 𝑡 = −∞的产生算符，而由于算符的前面有一个时间序列排序，𝑡 = +∞的产生算符会被移到最左边而和真空

消掉，因此只用考虑上面的含有场算符的那一项就可以了。By the way, 至于为什么产生算符移到最左边时没有

和本来就在左边湮灭算符产生对易关系，这是因为他们是不同动量 (只考虑不同动量粒子的散射过程)。
之后的计算我想跳过，(details) 总之各种粒子的散射过程都可以用这种办法转化为用场算符来表示 〈 𝑓 |𝑖〉 的

办法，最终的结果是

𝑏†𝑠 (𝑝)𝑖𝑛 → 𝑖

ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)(𝑖

←−/𝜕 + 𝑚)𝑢𝑠 (𝑝)𝑒−𝑖 𝑝𝑥 , (9.141)

𝑏𝑠 (𝑝)𝑜𝑢𝑡 → 𝑖

ˆ
𝑑4𝑥𝑒𝑖 𝑝 ·𝑥𝑢𝑠 (𝑝) (−𝑖 /𝜕 + 𝑚)Ψ(𝑥), (9.142)

𝑑†𝑠 (𝑝)𝑖𝑛 → −𝑖
ˆ
𝑑4𝑥𝑒−𝑖 𝑝 ·𝑥𝑣𝑠 (𝑝) (−𝑖 /𝜕 + 𝑚)Ψ(𝑥), (9.143)

𝑑𝑠 (𝑝)𝑜𝑢𝑡 → −𝑖
ˆ
𝑑4𝑥Ψ(𝑥)(𝑖

←−/𝜕 + 𝑚)𝑣𝑠 (𝑝)𝑒+𝑖 𝑝𝑥 , (9.144)

(9.145)

有了这个 LSZ 约化关系之后，求解 〈 𝑓 |𝑖〉的问题转化为了求解 〈0|𝑇 Ψ𝛼′1 (𝑥1′ ) · · ·Ψ𝛼1 (𝑥1) · · · |0〉的问题。

9.7 Grassmann algebra and Path integral
Above all 这一节的核心目的是求出 grassmann 数满足的 Gauss 积分的性质。因为本质上 path Integral 的来源是

Gauss 积分。

首先先回顾一下之前的标量场以及 charged 标量场的路径积分是怎么来的，首先是自由标量

场，它的 Lagrangian 写为。

L0 =
1
2
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑 −

1
2
𝑚2𝜑2, (9.146)

= −1
2
𝜑(𝜕2 + 𝑚2)𝜑 + 1

2
𝜕𝜇 (𝜑𝜕𝜇𝜑). (9.147)

然后证明了场算符的真空期望值 n-point function 可以写为泛函求导的形式

〈𝑇 𝜑(𝑥1) · · · 〉 =
𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥1)
· · · 𝑍0 (𝐽) |𝐽=0 (9.148)

其中的生成函数是一个含有作用量 S 的泛函积分

𝑍0 [𝐽] =
ˆ
D𝜑 exp

(
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥(L0 + 𝐽𝜑)

)
. (9.149)
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现在回到 Lagrangian 的形式 (9.146), 可以看到泛函积分有点类似于无穷维矩阵积分ˆ
D𝜑 exp

(
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥

(
−1

2
𝜑(𝜕2 + 𝑚2)𝜑 + 1

2
𝜕𝜇 (𝜑𝜕𝜇𝜑) + 𝐽𝜑

) )
⇔
ˆ
𝑑𝑛𝑥 exp

(
−1

2
𝑥𝑇𝑀𝑥 + 𝑏𝑇𝑥

)
; 𝑥, 𝑏, 𝑀𝑖 𝑗 ∈ R; 𝑀𝑇 = 𝑀.

(9.150)
而对于后面一项，可以用 Gauss 积分的方式积分得到, 首先做积分变换 (这是因为积分对于 x 有着平移不变形)ˆ
𝑑𝑛𝑥 exp

(
−1

2
𝑥𝑇𝑀𝑥 + 𝑏𝑇𝑥

)
𝑥→𝑥+𝑀−1𝑏−−−−−−−−−→

ˆ
𝑑𝑛𝑥 exp

(
−1

2
𝑥𝑇𝑀𝑥 + 1

2
𝑏𝑇𝑀−1𝑏

)
= (2𝜋)𝑛/2 (det𝑀)−1/2𝑒𝑥𝑝

(
1
2
𝑏𝑇𝑀−1𝑏

)
.

(9.151)
而前面的系数都会被归一化掉，于是用泛函积分的生成函数直接写为

𝑍0 [𝐽] = exp
(
1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝑖𝐽 (𝑥) 1

𝑖
Δ(𝑥 − 𝑦) 𝑖𝐽 (𝑦)

)
, (9.152)

无限维高斯积分的 𝑀−1 是通过

𝑖(𝜕2
𝑥 + 𝑚2) 1

𝑖
Δ(𝑥 − 𝑦) = 𝛿4 (𝑥 − 𝑦), (9.153)

体现的。并且，生成函数满足归一化关系 𝑍0 [0] = 1。从这里出发可以构建有相互作用的生成函数以及 n-point
function。

Note: 前面这么写其实不是很严格，具体来说

𝑀 (𝑥 − 𝑦) ≡ 𝑖(𝜕2
𝑦 + 𝑚2)𝛿 (4) (𝑥 − 𝑦), 1

2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝜑(𝑥)𝑀 (𝑥 − 𝑦)𝜑(𝑦) =

ˆ
𝑑4𝑥

1
2
𝜑(𝜕2 + 𝑚2)𝜑. (9.154)

其中 M 中的偏导数是作用在 delta 函数上的。这样写的好处是可以更直观的看出 𝑀−1 的效果ˆ
𝑑4𝑧𝑀 (𝑥 − 𝑧) 1

𝑖
Δ(𝑧 − 𝑦) = 𝛿 (4) (𝑥 − 𝑦). (9.155)

再回顾一下 Charged 标量场的路径积分，首先是自由 Charged 标量场，它的 Lagrangian 写为。

L0 = 𝜕𝜇𝜑†𝜕𝜇𝜑 − 𝑚2𝜑†𝜑, (9.156)

= −𝜑† (𝜕2 + 𝑚2)𝜑 + 𝜕𝜇 (𝜑†𝜕𝜇𝜑). (9.157)

然后证明了场算符的真空期望值 n-point function 可以写为泛函求导的形式

〈𝑇 𝜑(𝑥1) · · · 𝜑† (𝑦1) · · · 〉 =
𝛿

𝑖𝛿𝐽† (𝑥1)
· · · 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑦1)
· · · 𝑍0 (𝐽†, 𝐽) |𝐽=𝐽†=0 (9.158)

其中的生成函数是一个含有作用量 S 的泛函积分

𝑍0 [𝐽†, 𝐽] =
ˆ
D𝜑 exp

(
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥(L0 + 𝐽†𝜑 + 𝐽𝜑†)

)
. (9.159)

现在回到 Lagrangian 的形式 (9.146), 可以看到泛函积分有点类似于无穷维矩阵积分ˆ
D𝜑D𝜑† exp

(
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥

(
−𝜑† (𝜕2 + 𝑚2)𝜑 + 𝜕𝜇 (𝜑†𝜕𝜇𝜑) + 𝐽†𝜑 + 𝐽𝜑†

) )
⇔
ˆ
𝑑𝑛𝑥𝑑𝑛𝑥∗ exp

(
−𝑥†𝑀𝑥 + 𝑏†𝑥 + 𝑥†𝑏

)
;

𝑀† = 𝑀.
(9.160)

而对于后面一项，可以用 Gauss 积分的方式积分得到, 首先做积分变换 (这是因为积分对于 x 有着平移不变形)ˆ
𝑑𝑛𝑥𝑑𝑛𝑥∗ exp

(
−𝑥†𝑀𝑥 + 𝑏†𝑥 + 𝑥†𝑏

)
𝑥→𝑥+𝑀−1𝑏−−−−−−−−−→

ˆ
𝑑𝑛𝑥𝑑𝑛𝑥∗ exp

(
−𝑥†𝑀𝑥 − 𝑏†𝑀−1𝑏

)
. (9.161)

然后考虑高斯积分，x 本质上是一个复数，现在将它改写成 z（为了记号的美观），并且将它的复共轭 𝑥∗ 标记为

𝑧 ，也是为了记号美观，现在需要考虑的高斯积分变为了ˆ
𝑑𝑛𝑧𝑑𝑛𝑧 exp

(
−𝑧†𝑀𝑧

)
= (2𝜋)𝑛 (det𝑀)−1 (9.162)

当然，这个系数是可以被归一化掉的，所以知道有这个东西就行了，关键的是用泛函积分的生成函数直接写为

𝑍0 [𝐽†, 𝐽] = exp
(ˆ

𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝑖𝐽† (𝑥) 1
𝑖
Δ(𝑥 − 𝑦) 𝑖𝐽 (𝑦)

)
, (9.163)

有线维高斯积分的 𝑀−1 是通过

𝑖(𝜕2
𝑥 + 𝑚2) 1

𝑖
Δ(𝑥 − 𝑦) = 𝛿4 (𝑥 − 𝑦), (9.164)
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体现的。并且，生成函数满足归一化关系 𝑍0 [0, 0] = 1。从这里出发可以构建有相互作用的生成函数以及 n-point
function。

spin1/2 对于 Spin 1/2 场，首先，它的 Lagrangian 写为

L0 = 𝑖Ψ/𝜕Ψ − 𝑚ΨΨ, (9.165)

= −Ψ(−𝑖 /𝜕 + 𝑚)Ψ. (9.166)

然后考虑 Generating Function, 具体写为

𝑍0 [𝜂, 𝜂] =
ˆ
DΨDΨ exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥(L0 + 𝜂Ψ + Ψ𝜂)

]
, (9.167)

=
ˆ
DΨDΨ exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥(−Ψ(−𝑖 /𝜕 + 𝑚)Ψ + 𝜂Ψ + Ψ𝜂)

]
(9.168)

= exp
(ˆ

𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝑖𝜂(𝑥) 1
𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑦)𝑖𝜂(𝑦)

)
. (9.169)

理所当然的认为类似于刚才找逆矩阵 𝑀−1 的方法，认为上式中的

(−𝑖 /𝜕𝑥 + 𝑚)𝑆(𝑥 − 𝑦) = 𝛿 (4) (𝑥 − 𝑦). (9.170)

当然，这个 S 是可以被量子化 Dirac 场时的传播子满足的。

对于 Spin 1/2 场，由于场算符都是反对易的，为了体现这一点，场算符的期望值应该写为如下的泛函导数形

式 (自由场)

〈𝑇 Ψ𝛼1 (𝑥1) · · ·Ψ𝛽1 (𝑦1) · · · 〉 (9.171)

=
1
𝑖

𝛿

𝛿𝜂𝛼1 (𝑥1)
· · · 𝑖 𝛿

𝛿𝜂𝛽1 (𝑦1)
· · · 𝑍0 (𝜂, 𝜂) |𝜂=𝜂̄=0 (9.172)

其中的 𝜂, 𝜂应该是 grassmann 数，这样就可以体现出交换场算符会导致负号的效果。而相应的泛函求导对不同的

场有一个正负号的区别。这是因为在计算
𝛿

𝛿𝜂𝛽1 (𝑦1)

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝑖𝜂(𝑥) 1

𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑦)𝑖𝜂(𝑦) (9.173)

的时候，是要穿过 𝜂 的，所以会产生一个负号，为了抵消这个负号，应该对它的泛函求导项前的 1
𝑖 变为 𝑖。

这里引入了 Grassmann algebra，有点奇怪，为了说明确实可以这样引入，这一节主要写 Grassmann algebra 的

性质。

Grassmann Grassmann 数最基本的性质就是它的反对易性质{
𝜓𝑖 , 𝜓 𝑗

}
= 0. (9.174)

反对易性质的结果是 Grassmann 数不能有高阶的幂次，具体来说

𝜓2 = 0. (9.175)

Grassmann Taylor 由于 Grassmann 数最多有 2 阶的幂次，以 Grassmann 数为变量的函

数的 Taylor 展开最多到二阶，也就是只有线性项

𝑓 (𝜓) = 𝑎 + 𝜓𝑏. (9.176)

需要注意的是一般所考虑的函数是 ordinary 的函数，并不是 Grassmann 数。为了满足这个性质，展开系数中的 a
应该是 Ordinary 数，b 是 Grassmann 数。
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Grassmann 要求以 Grassmann 数为变量函数的积分应该满足两个性质，一个是线性性

质，另一个是平移不变的性质 ˆ +
−
𝑑𝜓𝑐 𝑓 (𝜓) = 𝑐

ˆ +
−
𝑑𝜓 𝑓 (𝜓),

ˆ +
−
𝑑𝜓 𝑓 (𝜓 + 𝑑) =

ˆ +
−
𝑑𝜓 𝑓 (𝜓).

(9.177)

其中，在线形性质的要求中的系数 c 是 ordinary number。在平移不变性质中的 d 是 Grassmann number。如果要

同时满足这两个性质，Grassmann 数的积分性质被确定为ˆ
𝑑𝜓𝑎 = 0,

ˆ
𝑑𝜓 𝜓𝑏 = 𝑏 (9.178)

Grassmann Grassmann 导数有两种，一种是 Left-derivative, 一种 right-derivative, 不妨考

虑 𝑓 (𝜓) = 𝑎 + 𝑏𝜓 并考虑这两种导数的效果

𝜕𝜓 𝑓 (𝜓) = 𝑏, 𝑓 (𝜓)←−𝜕 𝜓 = −𝑏. (9.179)

Note , 通常说的正则动量项 𝜋 = 𝜕L
𝜕(𝜕0𝜓) 指的是 Right derivativ。

Grassmann 刚才讨论的 Grassmann 数为变量的函数都是只有一个 Grassmann 数作为变

量，现在拓展到 n 个 Grassmann 数作为变量，相当于是推广了一下刚才的结果。直接写出 Generlized Function of
Grassmann number.

𝑓 (𝜓) = 𝑎 + 𝜓𝑖𝑏𝑖 +
1
2!
𝜓𝑖1𝜓𝑖2𝐶𝑖1,𝑖2 + · · · +

1
𝑛!
𝜓𝑖1𝜓𝑖2 · · ·𝜓𝑖𝑛𝐷𝑖1,𝑖2· · · ,𝑖𝑛. (9.180)

其中，需要注意的是为了保证最终函数的值是 Ordinary number，上式中的展开系数应该是 Ordinary number For
Even Term, Grassmann number for odd term. 并且对于所有的指标都是 Anti-symmetric 的。总结起来可以写为

𝐷𝑖1, · · ·𝑖𝑛 = 𝐷𝜖𝑖1· · ·𝑖𝑛, 𝐷 =


ordinary n is even

Grassmann odd
(9.181)

Grassmann 上面的多变量函数的求导
𝜕

𝜕𝜓 𝑗
𝑓 (𝜓) = 𝑏 𝑗 + 𝜓𝑖𝐶 𝑗𝑖 + · · ·

1
(𝑛 − 1)!𝜓𝑖2 · · ·𝜓𝑖𝑛𝐷 𝑗 ,𝑖2· · ·𝑖𝑛. (9.182)

Grassmann 直接写出它的积分定义式（需要注意其中的积分变量的排列顺序规则）ˆ
𝑑𝑛𝜓 𝑓 (𝜓) =

ˆ
𝑑𝜓𝑛 · · · 𝑑𝜓1 𝑓 (𝜓) = 𝐷. (9.183)

稍微详细写一下上面的这个积分, 首先有贡献的只有包含所有积分变量的最后一项，而考虑到 Grassmann 数的反

对易性质 ˆ
𝑑𝜓𝑛 · · · 𝑑𝜓1 𝜓𝑖1 · · ·𝜓𝑖𝑛𝐷𝜖𝑖1, · · ·𝑖𝑛 = (𝑛!)

ˆ
𝑑𝜓𝑛 · · · 𝑑𝜓1 𝜓1 · · ·𝜓𝑛𝐷 = 𝑛!𝐷. (9.184)

Grassmann 类似于多元函数积分时候的变量代换，直接考虑变量代换

𝜓𝑖 = 𝐽𝑖 𝑗𝜓
′
𝑗 . (9.185)

其中的 J matrix 中的数字都是 Ordinary Number. 考虑了变量替换之后的函数可以写为

𝑓 (𝜓(𝜓′)) = 𝑎 + · · · 1
𝑛!
(𝐽𝑖1, 𝑗1𝜓′𝑗1) · · · (𝐽𝑖𝑛, 𝑗𝑛𝜓′𝑗𝑛)𝜖𝑖1, · · ·𝑖𝑛𝐷. (9.186)

考虑到有一个线性代数里面矩阵行列式 Determinant 的性质

𝜖𝑖1, · · ·𝑖𝑛 (𝐽𝑖1, 𝑗1) · · · (𝐽𝑖𝑛, 𝑗𝑛) = 𝑑𝑒𝑡 (𝐽)𝜖 𝑗1· · · 𝑗𝑛. (9.187)

利用这个性质，变量代换后的函数写为

𝑓 (𝜓(𝜓′)) = 𝑎 + · · · 1
𝑛!
𝜓′𝑖1 · · ·𝜓′𝑖𝑛𝜖𝑖1· · ·𝑖𝑛 (𝑑𝑒𝑡𝐽)𝐷. (9.188)
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如果对变量代换后的函数积分，它应当是 ˆ
𝑑𝑛𝜓′ 𝑓 (𝜓(𝜓′)) = 𝑑𝑒𝑡𝐽 𝐷, (9.189)

并且注意到 ˆ
𝑑𝑛𝜓 𝑓 (𝜓(𝜓′)) = 𝐷 (9.190)

于是认为 ˆ
𝑑𝑛𝜓 𝑓 (𝜓) = (𝑑𝑒𝑡𝐽)−1

ˆ
𝑑𝑛𝜓′ 𝑓 (𝜓(𝜓′)) . (9.191)

为了对比起见，对于 Ordinary 数为变量的函数进行变量代换的效果是

𝑥 = 𝐽𝑥′ ⇒
ˆ
𝑑𝑛𝑥 = 𝑑𝑒𝑡

(
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥′𝑗

) ˆ
𝑑𝑛𝑥′ = 𝑑𝑒𝑡 (𝐽)

ˆ
𝑑𝑛𝑥′. (9.192)

这一点和经典情况不一样。

Grassmann Gauss 想要考虑的积分是ˆ
𝑑𝑛𝜓 exp( 1

2
𝜓𝑇𝑀𝜓), 𝑀𝑖 𝑗 ∈ C, 𝑀𝑖 𝑗 = −𝑀 𝑗𝑖 . (9.193)

首先先考虑线性代数中的性质, 对于 Anti-symmetry, Complex matrix, 可以通过变换得到 Block-diagonal 形式的矩

阵

𝑈𝑇𝑀𝑈 =

©­­­­­­­­­«

0 𝑚1 · · · · · · · · · · · ·
−𝑚1 0 · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 𝑚2 · · · · · ·
0 0 −𝑚2 0 · · · · · ·

0 0 0 0
. . .

. . .

ª®®®®®®®®®¬
, 𝑚𝑖 ∈ R, 𝑚𝑖 > 0. (9.194)

利用上一段发现的积分变换的性质，取积分变换

𝜓𝑖 = 𝑈𝑖 𝑗𝜓
′
𝑗 . (9.195)

带入所需要考虑的积分 ˆ
𝑑𝑛𝜓 exp( 1

2
𝜓𝑇𝑀𝜓) = (𝑑𝑒𝑡𝑈)−1

ˆ
𝑑𝑛𝜓′ exp

(
1
2
𝜓
′𝑇𝑈𝑇𝑀𝑈𝜓′

)
, (9.196)

= (𝑑𝑒𝑡𝑈)−1
ˆ
𝑑𝑛𝜓′

(
1
2
𝜓
′𝑇𝑈𝑇𝑀𝑈𝜓′

)
, (9.197)

= (𝑑𝑒𝑡𝑈)−1Π𝑛/2𝐼=1

ˆ
𝑑2𝜓𝐼 (

1
2
𝜓𝑇𝐼 𝑀𝐼𝜓𝐼 ). (9.198)

能够把 exp 去掉是因为高阶幂次都是 0，能把他们分成连乘的形式是因为交换的次数总是偶数。

这里的推导暗含了一个假设，就是 Grassmann 变量的个数 n 是一个偶数，如果是奇数的话，变换后的分块

矩阵最后一行以及最后一列都是 0。考虑一下它的后果，这种情况下 𝜓
′𝑇𝑈𝑇𝑀𝑈𝜓′ 会是这样的一个数(

· · ·
) ©­«
. . . 0
0 0

ª®¬
(
...

)
(9.199)

考虑一下矩阵作用在右侧列向量的结果是一个列向量，这个列向量的特点是 A. 最后一项是 0 B. 前 n-1 项都不含

有 𝜓𝑛′ . 这个列向量和前面的行向量乘积的结果是：表达式中没有 𝜓𝑛′。于是如果做 Grassmann 积分，得到的一定

是。

现在考虑将分块矩阵提出来后的积分ˆ
𝑑2𝜓𝐼

1
2
𝜓𝑇𝐼 𝑀𝐼𝜓𝐼 =

ˆ
𝑑𝜓𝐼2𝜓𝐼1𝑚𝐼 (𝜓𝐼1𝜓𝐼2) = 𝑚𝐼 . (9.200)
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于是，最开始考虑的积分结果是 ˆ
𝑑𝑛𝜓 exp( 1

2
𝜓𝑇𝑀𝜓) = (𝑑𝑒𝑡𝑈)−1Π𝑛/2𝐼=1𝑚𝐼 . (9.201)

然后考虑一下变换前后矩阵的 determinant

(𝑑𝑒𝑡𝑈)2 𝑑𝑒𝑡 (𝑀) = Π𝑛/2𝐼=1𝑚
2
𝐼 (9.202)

于是 ˆ
𝑑𝑛𝜓 exp( 1

2
𝜓𝑇𝑀𝜓) = (𝑑𝑒𝑡𝑀)1/2. (9.203)

为了方便起见，和实数的情况做一个对比ˆ
𝑑𝑛𝑥 exp(−1

2
𝑥𝑇𝑀𝑥) = (2𝜋)𝑛/2 (𝑑𝑒𝑡𝑀)−1/2. (9.204)

Complex conjugate of grassmann number 用两个 Grassmann number 定义互为 complex conjugate 的 Complex
Grassmann Number

𝜒 ≡ 1
√

2
(𝜓1 + 𝑖𝜓2), 𝜒 ≡ 1

√
2
(𝜓1 − 𝑖𝜓2). (9.205)

变换矩阵是 (
𝜓1

𝜓2

)
=

1
√

2

(
1 1
𝑖 −𝑖

) (
𝜒

𝜒

)
. (9.206)

上面变换矩阵的行列式是 -i, 于是，按照之前的积分变量变换

𝑑2𝜓 = 𝑑𝜓2𝑑𝜓1 = (−𝑖)−1𝑑𝜒𝑑𝜒. (9.207)

注意到 𝜓1𝜓2 = −𝑖𝜒𝜒, 有积分性质 ˆ
𝑑𝜒𝑑𝜒 𝜒𝜒 =

1
(−𝑖)−1

ˆ
𝑑𝜓2𝑑𝜓1

1
−𝑖 𝜓1𝜓2 = 1 (9.208)

于是 Complex Grassmann number 和普通的 Grassmann number 的性质类似，只用将互为 complex 的当作独立的变

量就好了。

Integral of Complex Grassmann Variable 定义 Complex Grassman variable 的函数的积分元写为

𝑑𝑛𝜒𝑑𝑛𝜒 ≡ 𝑑𝜒𝑛𝑑𝜒𝑛 · · · 𝑑𝜒1𝑑𝜒1. (9.209)

对于 Complex Grassmann variable 的积分变换 𝜒𝑖 = 𝐽𝑖 𝑗 𝜒′𝑗 以及 𝜒𝑖 = 𝐾𝑖 𝑗 𝜒
′
𝑗 , 积分变换效果是

𝑑𝑛𝜒𝑑𝑛𝜒 = (𝑑𝑒𝑡𝐽)−1 (𝑑𝑒𝑡𝐾)−1𝑑𝑛𝜒′𝑑𝑛𝜒′. (9.210)

现在考虑我们想要计算的积分，并且有一个线性代数的性质 — 任何 Complex matrix 都可以用 Unitary matri-
ces U,V 计算出 𝑉𝑀𝑈，使得它只有对角元素并且是正数 𝑚𝑖。ˆ

𝑑𝑛𝜒𝑑𝑛𝜒𝑒𝑥𝑝(𝜒†𝑀𝜒) = (𝑑𝑒𝑡𝑈)−1 (𝑑𝑒𝑡𝑉)−1Π𝑛𝑖=1

ˆ
𝑑𝜒𝑖𝑑𝜒𝑖 exp(𝑚𝑖𝜒𝑖𝜒𝑖), (9.211)

= (𝑑𝑒𝑡𝑈)−1 (𝑑𝑒𝑡𝑉)−1Π𝑛𝑖=1𝑚𝑖 , (9.212)

= 𝑑𝑒𝑡𝑀. (9.213)

利用它的平移对称性 𝜒→ 𝜒 − 𝑀−1𝜂, 𝜒† → 𝜒† − 𝜂†𝑀−1. 得到积分表达式ˆ
𝑑𝑛𝜒𝑑𝑛𝜒 exp

(
𝜒†𝑀𝜒 + 𝜂†𝜒 + 𝜒†𝜂

)
= (𝑑𝑒𝑡𝑀) exp(−𝜂†𝑀−1𝜂). (9.214)

作为比较，也是考虑 Ordinary Complex number 的这种形式积分ˆ
𝑑𝑛𝑧𝑑𝑛𝑧 exp(−𝑧†𝑀𝑧) = (2𝜋)𝑛 (𝑑𝑒𝑡𝑀)−1. (9.215)
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Spin-1/2 Dirac field 不妨回到开头，对于 Spin-1/2 Field, 用路径积分的方法计算生成函数时实际上是在计算

(9.167)

𝑍0 [𝜂, 𝜂] =
ˆ
DΨDΨ exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥(−Ψ(−𝑖 /𝜕 + 𝑚)Ψ + 𝜂Ψ + Ψ𝜂)

]
. (9.216)

对于 Complex Grassmann Variable 的积分结果（9.214），利用它的平移对称性后的式子就可以验证之前的猜解了

(9.167)。(details 其实还有个 𝛾0 的问题)

场算符的期望值应该写为如下的泛函导数形式 (自由场)

〈𝑇 Ψ𝛼1 (𝑥1) · · ·Ψ𝛽1 (𝑦1) · · · 〉 (9.217)

=
1
𝑖

𝛿

𝛿𝜂𝛼1 (𝑥1)
· · · 𝑖 𝛿

𝛿𝜂𝛽1 (𝑦1)
· · · 𝑍0 (𝜂, 𝜂) |𝜂=𝜂̄=0 (9.218)

其中

𝑍0 [𝜂, 𝜂] = exp
(ˆ

𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝑖𝜂(𝑥) 1
𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑦)𝑖𝜂(𝑦)

)
. (9.219)

传播子是
1
𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑦)𝛼,𝛽 = 〈0|Ψ𝛼 (𝑥)Ψ𝛽 (𝑦) |0〉 =

1
𝑖

ˆ
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖 𝑝 · (𝑥−𝑦)

(/𝑝 + 𝑚)𝛼,𝛽
−𝑝2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

. (9.220)
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Spin-1

10.1 Massive-spin-1 Canonical Quantization
Lagrangian 首先电磁场的能量动量张量是这个:

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 = −𝐹𝜈𝜇 (10.1)

然后有质量矢量场的 Lagrangian 是这个：

L = −1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 + 1
2
𝑚2𝐴𝜇𝐴

𝜇 (10.2)

对应的 Euler-Lagrange 方程是这个：

𝜕𝜇
𝜕L

𝜕 (𝜕𝜇𝐴𝜈)
=
𝜕L
𝜕𝐴𝜈

−𝜕𝜇𝜕𝜇𝐴𝜈 + 𝜕𝜈𝜕𝜇𝐴𝜇 = 𝑚2𝐴𝜈
(10.3)

然后这个方程有一个名字叫做 Proca 方程。一般写成这个形式.

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜈 + 𝑚2𝐴𝜈 = 0 (10.4)

这个方程有一个直接的要求叫做Lorentz 条件，推导是对 Proca 方程取一个散度。

𝜕𝜇𝜕𝜈𝐹
𝜇𝜈 + 𝑚2𝜕𝜈𝐴

𝜈 = 0 (10.5)

注意到 F 他是反对称的, 所以第一项就直接是 0 了。于是就有了 Lorentz 条件：

𝜕𝜈𝐴
𝜈 = 0 (10.6)

有了这个条件之后, Proca 方程就变成了 Klein-Gordan 方程。

(𝜕2 + 𝑚2)𝐴𝜇 (𝑥) = 0 (10.7)

总的来说，场需要满足运动方程以及 Lorentz 规范条件

运动方程 (𝜕2 + 𝑚2)𝐴𝜇 (𝑥) = 0, (10.8)

规范条件 𝜕𝜈𝐴
𝜈 = 0. (10.9)

生成的动量算符是这样定义的:

𝜋𝜇 =
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝐴𝜇)
= −𝐹0𝜇 (10.10)

一般写成协变矢量:
𝜋𝜇 =

𝜕L
𝜕 (𝜕0𝐴𝜇)

= −𝐹 𝜇
0 (10.11)

由于 F 是反对称的,00 分量就是 0，于是其实对于正则动量，只有空间分量的指标是 ，具体来说，写为

®𝜋 = − ¤®𝐴 − ®∇𝐴0 (10.12)

而场的量子化条件是这样的:

[𝐴𝑖 (®𝑥, 𝑡), 𝜋 𝑗 (®𝑦, 𝑡)] = 𝑖𝛿𝑖 𝑗𝛿(®𝑥 − ®𝑦) [𝐴𝑖 (®𝑥, 𝑡), 𝐴 𝑗 (®𝑦, 𝑡)] = [𝜋𝑖 (®𝑥, 𝑡), 𝜋 𝑗 (®𝑦, 𝑡)] = 0 (10.13)

运动方程很容易满足，只要写成 𝑒𝑖 𝑝𝑥 的形式就能满足，Klein-Gordon 方程相当于只是要求

了能动量条件。对于有质量矢量场，它自动满足 Lorentz 规范条件。所以找到一个和四维动量正交的矢量比较有

用，他们叫做极化矢量。现在考虑 4 个基底。在下面的式子里面, 𝜇 代表着向量中的不同项。𝜎 = 0, 1, 2, 3。代表

着有四个基底。他们叫做极化矢量。

𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎) (10.14)
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正交关系是这样的:
𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′) = 𝑔𝜎𝜎′ (10.15)

完备性关系是这样的:
Σ3
𝜎=0𝑔𝜎𝜎𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎) = 𝑔𝜇𝜈 (10.16)

一个矢量的展开是这样的：

Σ𝜎
(
𝑔𝜎𝜎𝑉

𝜈𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎)
)
𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎) = 𝑉𝜇 (10.17)

什么叫做完备性，就是任意一个矢量都可以展开到这个基底上，展开系数是基底和向量的内积。但是上面的式子

里面多了一个 𝑔𝜎𝜎 我只是想说这一项和正交关系是自洽的。因为如果把上面的矢量展开式左右同时用 𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′)
做内积的话, 得到的结果是：

𝐿𝐻𝑆 ≡ Σ𝜎𝑔𝜎𝜎𝑉
𝜈𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′), 𝑅𝐻𝑆 ≡ 𝑉𝜇𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′) (10.18)

利用前面的正交性关系:

𝐿𝐻𝑆 = Σ𝜎𝑔𝜎𝜎𝑉
𝜈𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′) = Σ𝜎𝑔𝜎𝜎𝑔𝜎𝜎′𝑉

𝜈𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎) (10.19)

按照 Minkovski 空间的度规的话, 上面的式子当然就是 𝑉 𝜈𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎′) = 𝑅𝐻𝑆 了。所以是自洽的。

先选择两个满足四维横向条件 (𝑒𝜇𝑝𝜇 = 0) 与三维横向条件 (三维部分和动量的三维部分点乘是

0) 的类时极化矢量。

|𝑝𝑇 | =
√
(𝑝1)2 + (𝑝2)2 (10.20)

®𝑒(𝑝, 1) = 1
| ®𝑝 | |𝑝𝑇 |

(𝑝1𝑝3, 𝑝2𝑝3,−|𝑝𝑇 |2)

𝑒𝜇 (𝑝, 1) = (0, ®𝑒(𝑝, 1))
(10.21)

®𝑒(𝑝, 2) = 1
|𝑝𝑇 |
(−𝑝2, 𝑝1, 0)

𝑒𝜇 (𝑝, 2) = (0, ®𝑒(𝑝, 2))
(10.22)

然后再找一个满足四维横向条件与三维纵向条件 (三维部分和动量的三维部分方向相同) 的类空极化矢量：

𝑒𝜇 (𝑝, 3) = ( | ®𝑝 |
𝑚
,
𝑝0 ®𝑝
𝑚 | ®𝑝 | ) (10.23)

然后再找一个不满足四维横向条件, 的类时极化矢量:

𝑒𝜇 (𝑝, 0) = 𝑝𝜇

𝑚
=

1
𝑚
(𝑝0, ®𝑝) (10.24)

反正这样构造出来的向量是满足正交关系:

𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′) = 𝑔𝜎𝜎′ (10.25)

也是满足归一化关系的

Σ3
𝜎=0𝑔𝜎𝜎𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎) = 𝑔𝜇𝜈 (10.26)

但是如果我们不要第零个极化矢量，因为他不满足四维横向条件，那么:

Σ3
𝜎=1𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎) = −𝑔𝜇𝜈 +

𝑝𝜇𝑝𝜈

𝑚2 (10.27)

于是我们构造三个极化矢量(左极化-1, 右极化 +1, 纵向极化 0)

𝜖 𝜇 (𝑝,±) = 1
√

2
(∓𝑒𝜇 (𝑝, 1) − 𝑖𝑒𝜇 (𝑝, 2))

𝑒𝜇 (𝑝, 0) = 𝑒𝜇 (𝑝, 3)
(10.28)
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他们满足正交条件和极化求和条件

𝜖∗𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖 𝜇 (𝑝, 𝜆′) = −𝛿𝜆𝜆′

Σ𝜆𝜖
𝜇∗ (𝑝, 𝜆)𝜖𝜈 (𝑝, 𝜆) = −𝑔𝜇𝜈 + 𝑝

𝜇𝑝𝜈

𝑚2

(10.29)

直接吧这个定义的三个极化矢量带入矩阵方程就可以发现他恰好是螺旋度的本征向量。什么是螺旋度, 就是自旋

角动量算符在动量方向上面的投影。具体来讲，自旋角动量矩阵是 Lorentz群自身表示的生成元矩阵。(𝜆 = − 0 +)

(𝑝 · J)𝜇𝜈𝜖𝜈 (𝑝, 𝜆) = 𝜆𝜖 𝜇 (𝑝, 𝜆) (10.30)

所以说极化矢量恰好是螺旋度的本征向量。有点类似于光学里的偏振光，不过光子场不应该有质量，所以下一

部分无质量的场的圆偏振极化矢量描述的确实是自然界的偏振光。

认为量子矢量场的平面波展开是：

𝐴𝜇 (𝑥) =
ˆ
𝑑 𝒑Σ𝜆=±,0 (𝜖 𝜇 (𝑝, 𝜆)𝑎𝑝,𝜆𝑒−𝑖 𝑝𝑥 + 𝜖 𝜇∗ (𝑝, 𝜆)𝑎†𝑝,𝜆𝑒

𝑖 𝑝𝑥) (10.31)

如果把这个平面波展开直接带入到量子 Lorentz 变换生成元算符和场算符之间的对易关系的式子中，就可以得到

湮灭算符和量子角动量算符（量子 Lorentz 变换的转动部分生成元）的对易关系

[𝑎𝑝,𝜆, 𝑝 · 𝑱] = 𝜆𝑎𝑝,𝜆. (10.32)

对他取共轭就得到了产生算符的对易关系，写开是这样的:

(𝑝 · 𝑱)𝑎†𝑝,𝜆 = 𝑎
†
𝑝,𝜆 (𝑝 · 𝑱) + 𝜆𝑎

†
𝑝,𝜆 (10.33)

在前面有一个小节叫做 (量子场的 Lorentz 变换)。得到了量子矢量场算符和量子 lorentz 变换生成元算符之间的

对易关系

[𝐴𝜇 (𝑥), 𝑱] = 𝑳𝐴𝜇 (𝑥) + (J)𝜇𝜈𝐴𝜈 (𝑥) (10.34)

基态时这样定义的:
𝑎𝑝,𝜆 |0〉 = 𝐽 |0〉 = 0 (10.35)

动量为 p, 螺旋度为 𝜆 的粒子态这样定义:
|𝑝, 𝜆〉 = 𝑎†𝑝,𝜆 |0〉 (10.36)

这个粒子态有这样的性质—他的螺旋度恰好是 𝜆:

(𝑝 · ®𝐽) |𝑝, 𝜆〉 = 𝜆 |𝑝, 𝜆〉 (10.37)

如果要满足正则量子化条件, 得到生成湮灭算符之间的对易关系 (求对易关系的过程以后有时间了补充上来吧

details)
[𝑎𝑝,𝜆, 𝑎†𝑞,𝜆′ ] = 2𝐸𝑝 (2𝜋)3𝛿𝜆𝜆′𝛿 (3) (𝑝 − 𝑞)

[𝑎𝑝,𝜆, 𝑎𝑞,𝜆′ ] = [𝑎†𝑝,𝜆, 𝑎
†
𝑞,𝜆′ ] = 0

(10.38)

系统总的哈密顿量 Hamiltonian, 后面的那一项一般叫做 (也没有仔细去验证这个 Hamiltonian 的展开式是否正确):

𝐻 = Σ𝜆=±,0

ˆ
𝑑3 ®𝑝
(2𝜋)3

1
2𝐸𝑝

𝑎†𝑝,𝜆𝑎𝑝,𝜆 + (2𝜋)
3𝛿 (3) (0)

ˆ
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
3
2
𝐸𝑝 (10.39)

10.2 Massless Canonical Quantization
我们先考虑规范对称性。电磁场, 或者说无质量矢量场的 Lagrangian 和 Euler-Lagrange 方程分别是

L = −1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜈 = 0

(10.40)
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无质量矢量场是有规范对称性的。

如果定义一个新的矢量场，他和原来矢量场的关系是:

𝐴′𝜇 (𝑥) = 𝐴𝜇 (𝑥) − 1
𝑒
𝜕𝜇𝛼(𝑥) (10.41)

于是用上面的式子完全可以用 𝐴′ (𝑥)来表示 𝐴(𝑥)。于是可以用 𝐴′ 来表示拉格朗日量。然后发现拉格朗日量的形

式是完全相同的。对应的 Euler-Lagrange 方程也是完全相同的。所以 𝐴′ 满足的方程和 𝐴是完全相同的。我们说

这个叫做规范对称性。

然后我们用一个辅助场 (Auxiliary field) 𝜉 人为实现 Lorentz 规范 𝜕𝜇𝐴
𝜇 = 0。考虑了辅助场之后的

Lagrangian 是这样的:
L = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1
2𝜉
(𝜕𝜇𝐴𝜇)2 (10.42)

引入的辅助场也可以叫做规范固定项，𝜉 = 0 叫做 Landau 规范，它的意义很简单，如果 𝜕𝜇𝐴
𝜇 ≠ 0 Lagrangian 会

发散，所以相当于规定了 𝜕𝜇𝐴
𝜇 ≠ 0, 也就是 Lorentz 规范。

𝜉 ≠ 0 Lorentz 按照这个 Lagrangian, 可以得到动量密度算符:(这里已经带入了 + - - -) 的度规。

𝜋𝑖 = −𝐹0𝑖 𝜋0 = −1
𝜉
𝜕𝜇𝐴

𝜇 (10.43)

然后我们假设规定量子化条件

[𝐴𝜇 (𝑥, 𝑡), 𝜋𝜈 (𝑦, 𝑡)] = 𝑖𝛿𝜇𝜈𝛿 (3) (®𝑥 − ®𝑦) [𝐴𝜇 (𝑥, 𝑡), 𝐴𝜈 (𝑦, 𝑡)] = [𝜋𝜇 (𝑥, 𝑡), 𝜋𝜈 (𝑦, 𝑡)] = 0 (10.44)

但是这样简单的规范固定和量子化程序不是自洽的。出现问题的点在于 (这个 𝜋0 就是用拉格朗日量算出来的动

量密度算符)

[𝐴0 (𝑥, 𝑡), 𝜕𝜇𝐴𝜇 (𝑦, 𝑡)] = [𝐴0 (𝑥, 𝑡),−𝜉𝜋0 (𝑦, 𝑡)] = −𝜉 [𝐴0 (𝑥, 𝑡), 𝜋0 (𝑦, 𝑡)] = −𝑖𝜉𝛿 (3) (®𝑥 − ®𝑦) (10.45)

这个不是 0。也就是说第一项里面的 𝜕𝜇𝐴
𝜇 不能是 0。这个问题叫做 Lorentz 规范不可能满足.

Feynman 然后引入一个 Feynman 规范，就是将规范固定项设为 𝜉 = 1 相应得到的 Euler-Lagrange 方程叫做

D’alembert 方程:
𝜕2𝐴𝜇 (𝑥) = 0 (10.46)

于是假设场算符有平面波解的形式:

𝐴𝜇 (𝑥, 𝑡) =
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

2𝐸𝑝
Σ3
𝜎=0𝑒

𝜇 (𝑝, 𝜎) (𝑏𝑝,𝜎𝑒−𝑖 𝑝𝑥 + 𝑏†𝑝,𝜎𝑒𝑖 𝑝𝑥) (10.47)

这样的话 Hamiltonian 算符是这样的 (提前用了产生湮灭算符的对易关系)(这个真空能我也没有自己算，以后有

时间了应该算一下 detail):

𝐻 =
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

2𝐸𝑝
(−𝑏†𝑝,0𝑏𝑝,0 + Σ

3
𝜎=1𝑏

†
𝑝,𝜎𝑏𝑝,𝜎) + (2𝜋)3𝛿 (3) (0)

ˆ
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
2𝐸𝑝 (10.48)

𝑚 = 0 因为 𝑒(𝑝, 0)和 𝑒(𝑝, 3)的定义式中出现了静质 m。于是他们在定义光子时是不对的。于

是要这样定义.
𝑒𝜇 (𝑝, 3) = 𝑝 − 𝑛(𝑝 · 𝑛)(

(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2)1/2 , 𝑒𝜇 (𝑝, 0) = 𝑛𝜇 . (10.49)

其中，上式中的 n 是一个用四维矢量 (1, 0, 0, 0) 经过 Lorentz 变换得到的矢量。这样的定义有几个性质，

1) 𝑛 · 𝑛 = 1
2) 𝑒(𝑝, 3)𝑒(𝑝, 3) = −1 , 具体来说

𝑒(𝑝, 3) · 𝑒(𝑝, 3) = (𝑝 − 𝑛(𝑝 · 𝑛)) (𝑝 − 𝑛(𝑝 · 𝑛))
(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2 (10.50)
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=
𝑝 · 𝑝 + 𝑛 · 𝑛(𝑝 · 𝑛)2 − 2𝑛 · 𝑝(𝑝 · 𝑛)

(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2 (10.51)

=
−(𝑝 · 𝑛)2 + 𝑝2

(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2 = −1 (10.52)

3) 𝑒(𝑝, 3)和 𝑛正交。

𝑒(𝑝, 3) · 𝑛 = 𝑝 − 𝑛(𝑝 · 𝑛)(
(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2)1/2 · 𝑛 = 0. (10.53)

4) 当 𝑛 = (1, 0, 0, 0)时，

𝜖 (𝑝, 3) = (0, 𝒑

| 𝒑 | ). (10.54)

5) 当 𝑛 = (1, 0, 0, 0)时候，正交性和完备性都可以满足

Σ3
𝜎=0𝑔𝜎𝜎𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎) = 𝑔𝜇𝜈 , 𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′) = 𝑔𝜎𝜎′ , (10.55)

注意，0 和 3 (新定义的两个) 都不满足四维横向条件，不过由于无质量矢量场在 Feynman 规范条件下并不需

要满足 Lorentz 规范条件，所以模式展开也没必要满足思维横场条件。

当然，如果不考虑新定义的两个极化矢量，完备性条件就变成了 (也许应该叫做极化求和 Polarization Sums
条件):(我也不知道这时候还能不能叫做完备条件)。其中 𝜖 的定义和有质量矢量场是一样的。

Σ2
𝜎=1𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎) = −𝑔𝜇𝜈 + 𝑒𝜇 (𝑝, 0)𝑒𝜈 (𝑝, 0) − 𝑒𝜇 (𝑝, 3)𝑒𝜈 (𝑝, 3)

= −𝑔𝜇𝜈 + 𝑛𝜇𝑛𝜈 −
(
𝑝𝜇 − 𝑛𝜇 (𝑝 · 𝑛)

)
(𝑝𝜈 − 𝑛𝜈 (𝑝 · 𝑛))

(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2

= Σ𝜆=±𝜖
∗
𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖𝜈 (𝑝, 𝜆)

(10.56)

这个极化求和关系在计算散射振幅的时候比较有用。

为了方便，将前面提到的圆极化矢量的正交性再写一下

𝜖∗𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖 𝜇 (𝑝, 𝜆′) = −𝛿𝜆𝜆′ . (10.57)

在下面正则量子化中，因为要将不同的产生湮灭算符分离出来，所以取 𝑛 = (1, 0, 0, 0)。实际上，在所有计

算中先认为都是取 𝑛 = (1, 0, 0, 0)。

Hamiltonian 刚才没有具体计算Hamiltonian表达式的来源，这里计算一下。首先，在 Feynman规范下，Lagrangian
可以写为更简单的形式

L = −1
4

(
𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇) − 1

2
(𝜕𝜎𝐴𝜎)

(
𝜕𝜆𝐴𝜆

)
, (10.58)

= −1
2

(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈) + 1

2
(
𝜕𝜈𝐴𝜇

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈) − 1

2
(𝜕𝜎𝐴𝜎)

(
𝜕𝜆𝐴𝜆

)
, (10.59)

= −1
2

(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈) + 1

2
𝜕𝜇

( (
𝜕𝜈𝐴𝜇

)
𝐴𝜈 − (𝜕𝜈𝐴𝜈) 𝐴𝜇

)
− 1

2
(
𝜕𝜇𝜕𝜈𝐴𝜇

)
𝐴𝜈 + 1

2
(𝜕𝜇𝜕𝜈𝐴𝜈) 𝐴𝜇, (10.60)

= −1
2

(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈) + 1

2
𝜕𝜇

( (
𝜕𝜈𝐴𝜇

)
𝐴𝜈 − (𝜕𝜈𝐴𝜈) 𝐴𝜇

)
. (10.61)

考虑得到最后一项在作用量中是 0，所以将 Lagrangian 写为

L = −1
2

(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈) . (10.62)

动量场定义为

𝜋𝜇 =
𝜕L

𝜕 (𝜕0𝐴𝜇)
=
𝜕

(
− 1

2
(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈)

)
𝜕 (𝜕0𝐴𝜇)

= −𝜕0𝐴𝜇 (10.63)

= − ¤𝐴𝜇 . (10.64)

场的 Hamiltonian 是

𝐻 =
ˆ
𝑑3𝑥

(
𝜋𝜇 ¤𝐴𝜇 − L

)
=
ˆ
𝑑3𝑥

(
−𝜕0𝐴𝜇𝜕0𝐴

𝜇 + 1
2

(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈)

)
, (10.65)
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=
ˆ
𝑑3𝑥

(
−1

2
𝜋𝜇𝜋𝜇 +

1
2
(𝜕𝑘𝐴𝜈)

(
𝜕𝑘𝐴𝜈

))
𝑘 = 1, 2, 3 (10.66)

=
ˆ
𝑑3𝑥

(
−1

2
𝜋0𝜋0 +

∑
𝑘

1
2
𝝅 · 𝝅 − 1

2

(
∇𝐴0

)
·
(
∇𝐴0

)
+
∑
𝑖

1
2

(
∇𝐴𝑖

)
·
(
∇𝐴𝑖

))
, (10.67)

=
ˆ
𝑑3𝑥

(∑
𝑖

1
2

( (
𝜋𝑖

)2 +
(
∇𝐴𝑖

)2
)
− 1

2

(
𝜋0𝜋0 +

(
∇𝐴0

) (
∇𝐴0

) ) )
(10.68)

考虑到 {
𝜋𝜇 = − ¤𝐴𝜇 . (10.69)

𝐻 =
ˆ
𝑑3𝑥

(∑
𝑖

1
2

( ( ¤𝐴𝑖 )2 +
(
∇𝐴𝑖

)2
)
− 1

2

(
( ¤𝐴0)2 +

(
∇𝐴0

)2
) )

. (10.70)

到此为止，再采用场算符的量子化条件，得到生成和湮灭算符之间的对易关系 (ipad 上有一

些过程，以后有时间了补充上来吧 details)：

[𝑏𝑝,𝜎 , 𝑏†𝑞,𝜎′ ] = −2𝐸𝑝 (2𝜋)3𝑔𝜎𝜎′𝛿 (3) (𝑝 − 𝑞) [𝑏𝑝,𝜎 , 𝑏𝑞,𝜎′ ] = [𝑏†𝑝,𝜎 , 𝑏†𝑞,𝜎′ ] = 0 (10.71)

顺理成章的定义粒子态:
|𝑝, 𝜎〉 = 𝑏†𝑝,𝜎 |0〉 (10.72)

然后要指出一个 𝜎 = 0 时候会面临的问题。首先粒子态的内积是这样的:

〈𝑞, 𝜎′ |𝑝, 𝜎〉 = −2𝐸𝑝 (2𝜋)3𝑔𝜎𝜎′𝛿 (3) ( ®𝑝 − ®𝑞) (10.73)

如果两个 𝜎 都是 1 的时候，会发现 g 就变成了 1。这个时候会发现他们的内积是小于 0 的。这个事情放到能量

的测量值上会有更大的问题:
〈𝑝, 0|𝑝, 0〉 = (𝐸𝑣𝑎𝑐 + 𝐸𝑝)〈𝑝, 0|𝑝, 0〉 < 0 (10.74)

负能量问题就会出现。

Gupta-Bleuler Requirement 为了规避这个事情，引入弱 Lorentz 条件。

〈Ψ|𝜕𝜇𝐴𝜇 (𝑥) |Ψ〉 = 0 (10.75)

有一个更加强大的条件叫做Gupta-Bleuler条件。满足他就一定满足弱 Lorentz 条件

𝜕𝜇𝐴
𝜇 (+) (𝑥) |Ψ〉 = 0 (10.76)

实际上把正能量解的平面波展开式直接带入。因为 𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎) 只在 𝜎 = 0 或者 3 的时候不满足四维横向条件。所

以求四维三度的时候也只有这两个 𝜎 会有贡献。Gupta-Bleuler 条件意味着

(𝑏𝑝,0 − 𝑏𝑝,3) |Ψ〉 = 0 (10.77)

于是 (可以将 3 的湮灭算符直接换成 0 的湮灭算符):

〈Ψ|𝐻 |Ψ〉 =
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

2𝐸𝑝
〈Ψ| − 𝑏†𝑝,0𝑏𝑝,0 + Σ

3
𝜎=1𝑏

†
𝑝,𝜎𝑏𝑝,𝜎 |Ψ〉 + 𝐸𝑣𝑎𝑐 〈|Ψ|Ψ〉

=
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

2𝐸𝑝
Σ2
𝜎=1〈Ψ|𝑏†𝑝,𝜎𝑏𝑝,𝜎 |Ψ〉 + 𝐸𝑣𝑎𝑐 〈Ψ|Ψ〉

(10.78)

动量也是一样的:

〈Ψ|𝑃 |Ψ〉 =
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑝

2𝐸𝑝
〈Ψ| − 𝑏†𝑝,0𝑏𝑝,0 + Σ

3
𝜎=1𝑏

†
𝑝,𝜎𝑏𝑝,𝜎 |Ψ〉

=
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
𝑝

2𝐸𝑝
Σ2
𝜎=1〈Ψ|𝑏†𝑝,𝜎𝑏𝑝,𝜎 |Ψ〉

(10.79)
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也就是说只要态矢量满足了 Gupta-Bleuler 条件，那么就不会有能量有负号这样的事情。实际上 |𝑝, 0〉和 |𝑝, 3〉都
是不满足 Gupta-Bleuler 条件的态矢量。

然后用 𝜎 = 1, 2 的两个状态定义新的产生湮灭算符:

𝑎𝑝,± =
1
√

2
(∓𝑏𝑝,1 + 𝑖𝑏𝑝,2) (10.80)

这里引入了 𝜋/2 的相位, 他和光学里面的圆偏振有关系。然后和有质量的矢量场一样的。定义极化矢量 𝜖 𝜇 (𝑝, 𝜆)
然后就有一些性质，首先是产生湮灭算符之间的对易关系：

[𝑎𝑝,𝜆, 𝑎†𝑞,𝜆′ ] = 2𝐸𝑝 (2𝜋)3𝛿𝜆𝜆′𝛿 (3) (𝑝 − 𝑞) [𝑎𝑝,𝜆, 𝑎𝑞,𝜆′ ] = [𝑎†𝑝,𝜆, 𝑎
†
𝑞,𝜆′ ] = 0 𝜆, 𝜆′ = ±

[𝑎𝑝,𝜆, 𝑏𝑞,𝜎] = [𝑏𝑞,𝜎 , 𝑎†𝑞,𝜆] = [𝑎𝑝,𝜆, 𝑏𝑞,𝜎] = [𝑎
†
𝑝,𝜆, 𝑏

†
𝑞,𝜎] = 0 𝜆 = ±, 𝜎 = 0, 3

[𝑏𝑝,𝜎 , 𝑏†𝑞,𝜎′ ] = −2𝐸𝑝 (2𝜋)3𝑔𝜎𝜎′𝛿 (3) (𝑝 − 𝑞) [𝑏𝑝,𝜎 , 𝑏𝑞,𝜎′ ] = [𝑏†𝑝,𝜎 , 𝑏†𝑞,𝜎′ ] = 0 𝜎 = 0, 3

(10.81)

同时有这样的极化矢量对应的算符的转换关系

Σ2
𝜎=1𝑒

𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑏𝑝,𝜎 = Σ𝜆=±𝜖
𝜇 (𝑝, 𝜆)𝑎𝑝,𝜆

Σ2
𝜎=1𝑒

𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑏†𝑝,𝜎 = Σ𝜆=±𝜖
𝜇∗ (𝑝, 𝜆)𝑎†𝑝,𝜆

(10.82)

于是量子化后的量子矢量场是这样的：

𝐴𝜇 (𝑥) =
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

2𝐸𝑝
Σ𝜎=0,3𝑒

𝜇 (𝑝, 𝜎)(𝑏𝑝,𝜎𝑒−𝑖 𝑝𝑥 + 𝑏†𝑝,𝜎𝑒𝑖 𝑝𝑥)

+
ˆ

𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

2𝐸𝑝
Σ𝜆=±

(
𝜖 𝜇 (𝑝, 𝜆)𝑎𝑝,𝜆𝑒−𝑖 𝑝𝑥 + 𝜖 𝜇∗ (𝑝, 𝜆)𝑎†𝑝,𝜆𝑒

𝑖 𝑝𝑥
) (10.83)

书上说一行对应于非物理极化态，第二行对应于两种物理的圆极化态。注，场的生成湮灭算符写为

[𝑏𝑝,𝜎 , 𝑏†𝑞,𝜎′ ] = −2𝐸𝑝 (2𝜋)3𝑔𝜎𝜎′𝛿 (3) (𝑝 − 𝑞) [𝑏𝑝,𝜎 , 𝑏𝑞,𝜎′ ] = [𝑏†𝑝,𝜎 , 𝑏†𝑞,𝜎′ ] = 0 (10.84)

极化矢量满足正交性关系以及完备性关系

𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎′) = 𝑔𝜎𝜎′ . (10.85)

Σ2
𝜎=1𝑒𝜇 (𝑝, 𝜎)𝑒𝜈 (𝑝, 𝜎) = −𝑔𝜇𝜈 + 𝑛𝜇𝑛𝜈 −

(
𝑝𝜇 − 𝑛𝜇 (𝑝 · 𝑛)

)
(𝑝𝜈 − 𝑛𝜈 (𝑝 · 𝑛))

(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2 = Σ𝜆=±𝜖
∗
𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖𝜈 (𝑝, 𝜆) (10.86)

𝜖∗𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖 𝜇 (𝑝, 𝜆′) = −𝛿𝜆𝜆′ (10.87)

Propagator 直接计算得到传播子 (Feynman Gauge 𝜉 = 1)

𝑖〈0|𝐴𝜇 (𝑥)𝐴𝜈 (𝑦) |0〉 =
ˆ

𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑔𝜇𝜈

𝑘2 + 𝑖𝜖
. (10.88)

10.3 LSZ Reduction formula
有些繁琐，不想写了，寒假有空的话补充上去吧。直接写结论吧。(need details)

LSZ reduction formula 场的生成算符可以用场算符积分得到

𝑎†𝜆 (𝒌) = −𝑖𝜖
∗
𝜆 (𝒌)

ˆ
𝑑3𝑥𝑒−𝑖𝑘𝑥

←→
𝜕 0𝑨(𝑥), (10.89)

𝑎𝜆 (𝒌) = +𝑖𝜖𝜆 (𝒌)
ˆ
𝑑3𝑥𝑒𝑖𝑘𝑥

←→
𝜕 0𝑨(𝑥), (10.90)

Srednicki 上说，可以将初入射粒子生成湮灭算符变为场算符，我也没有算，好懒，先抄上去

𝑎†𝜆 (k)in → 𝑖𝜖
𝜇∗
𝜆 (k)

ˆ
𝑑4𝑥𝑒−𝑖𝑘𝑥

(
+𝜕2

)
𝐴𝜇 (𝑥), (10.91)

𝑎𝜆 (k)out → 𝑖𝜖
𝜇
𝜆 (k)

ˆ
𝑑4𝑥𝑒+𝑖𝑘𝑥

(
+𝜕2

)
𝐴𝜇 (𝑥). (10.92)
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10.4 Path Integral Quantization
这一部分，首先讲按照往常一样的方法算 Path integral 有什么问题，然后再引入 Faddeev-Popov 方法。

Spin-1 场的作用量是

𝑆 = −1
4

ˆ
𝑑4𝑥 𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 . (10.93)

将 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 带入可以得到更加简单的形式

𝑆 = −1
4

ˆ
𝑑4𝑥

(
𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇) , (10.94)

= −1
4

ˆ
𝑑4𝑥

(
𝜕𝜇𝐴𝜈𝜕

𝜇𝐴𝜈 + 𝜕𝜈𝐴𝜇𝜕𝜈𝐴𝜇 − 𝜕𝜇𝐴𝜈𝜕𝜈𝐴𝜇 − 𝜕𝜈𝐴𝜇𝜕𝜇𝐴𝜈
)
, (10.95)

=
1
2

ˆ
𝑑4𝑥

(
𝐴𝜈𝜕𝜇𝜕

𝜇𝐴𝜈 − 𝐴𝜈𝜕𝜇𝜕𝜈𝐴𝜇
)
, (10.96)

=
1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝐴𝜇

(
𝑔𝜇𝜈𝜕2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈

)
𝐴𝜈 =

1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝐴𝜇

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 . (10.97)

如果利用 Fourier Transformation 将作用量写为动量空间的形式，

𝐴𝜇 (𝑥) =
ˆ

𝑑4𝑘

(2𝜋)4
exp (−𝑖𝑘 · 𝑥) 𝐴𝜇 (𝑘). (10.98)

带入作用量的表达式可以将它表达为

𝑆 =
1
2

ˆ
𝑑4𝑘

1
(2𝜋)4

𝐴𝜇 (−𝑘)
(
−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
𝐴𝜈 (𝑘). (10.99)

在计算 Path integral 的时候，一般来说计算的是

𝑍 [𝐽] = exp
{
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥

(
L + 𝐽𝜇𝐴𝜇

) }
(10.100)

= exp
{
𝑖

ˆ
𝑑4𝑘

1
2

1
(2𝜋)4

[
𝐴𝜇 (−𝑘)

(
−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
𝐴𝜈 (𝑘) + 𝐽𝜇 (−𝑘)𝐴𝜇 (𝑘) + 𝐽𝜇 (𝑘)𝐴𝜇 (−𝑘)

] }
. (10.101)

按照标量场的办法，是需要考虑类似于
(
−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + 𝑘𝜇𝑘𝜈

)−1
的东西。但是可以发现，这个矩阵有本征值为 0 的本

征态，也就是 (
−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
𝑘𝜈 = 0. (10.102)

所以之前的办法是不可以的。问题的来源是因为场有规范不变性，路径积分实际上算重复了。要做的就是确定

规范。

Faddeev-Popov Method 首先考虑单变量函数的一个恒等式ˆ
𝑑𝑥𝛿 [ 𝑓 (𝑥)] 𝑑𝑓 (𝑥)

𝑑𝑥
= 1. (10.103)

可以推广到多变量的情况 (𝑑𝑥𝑖 = 𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛)，可以注意到后面那个 determinant 实际上就是 Jacobi 行列式。ˆ
𝑑𝑥𝑖

(
Π 𝑗𝛿

[
𝑓 𝑗 (𝑥)

] )
det

(
𝑑𝑓 𝑖 (𝑥)
𝑑𝑥 𝑗

)
= 1⇒

ˆ
𝑑𝑥𝑖

(
Π 𝑗𝛿

[
𝑦 𝑗 (𝑥)

] )
det

(
𝑑𝑦𝑖 (𝑥)
𝑑𝑥 𝑗

)
=
ˆ
𝑑𝑦𝑖

(
Π 𝑗𝛿

[
𝑦 𝑗 (𝑥)

] )
= 1. (10.104)

如果拓展到无穷个变量，

1 =
ˆ
D𝛼𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] det

(
𝛿𝐺 (𝐴𝛼)
𝛿𝛼

)
. (10.105)

相当于对于每一个时空坐标 x，都有一个原来的变量 𝛼(𝑥), 变量变换为了新的变量 𝐺 (𝐴𝛼) (𝑥)。
上面函数的意思实际上是选定了一个 𝛼(𝑥)使得 𝐺 (𝐴𝛼)(𝑥) = 0。在这里，理解为确定了一个规范，定义为

𝐴𝛼,𝜇 ≡ 𝐴𝜇 −
1
𝑒
𝜕𝜇𝛼, 𝐺 (𝐴𝛼) ≡ 𝜕𝜇

(
𝐴𝛼𝜇

)
− 𝜔(𝑥) = 𝜕𝜇

(
𝐴𝜇 −

1
𝑒
𝜕𝜇𝛼

)
− 𝜔(𝑥). (10.106)
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将这一项插入到路径积分表达式中 (这里没有考虑生成函数以及 J, 单纯是考虑了一个真空期望值)ˆ
D𝐴𝑒𝑖𝑆 [𝐴] =

ˆ
D𝐴

ˆ
D𝛼𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] det

(
𝛿𝐺 (𝐴𝛼)
𝛿𝛼

)
exp (𝑖𝑆[𝐴]) (10.107)

注意到因为是线性变换，行列式是一个不依赖于场的常数 det
(
𝛿𝐺 (𝐴𝛼 )
𝛿𝛼

)
= det

(
− 1
𝑒 𝜕

2
)
. 于是

ˆ
D𝐴𝑒𝑖𝑆 [𝐴] =

ˆ
D𝛼 det

(
−1
𝑒
𝜕2

) ˆ
D𝐴𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] exp (𝑖𝑆[𝐴]) , (10.108)

注意到 𝐴与 𝐴𝛼 差的是一个平移变换，或者说规范变换，并且作用量是规范不变的 𝑆[𝐴] = 𝑆[𝐴𝛼]。于是，ˆ
D𝐴𝑒𝑖𝑆 [𝐴] =

ˆ
D𝛼 det

(
−1
𝑒
𝜕2

) ˆ
D𝐴𝛿 [𝐺 (𝐴)] exp (𝑖𝑆[𝐴]) , (10.109)

=
ˆ
D𝛼 det

(
−1
𝑒
𝜕2

) ˆ
D𝐴𝛿

[
𝜕𝜇𝐴𝜇 − 𝑤

]
exp (𝑖𝑆[𝐴]) . (10.110)

会发现这里巧妙的点在于 delta 函数本来是对场 𝛼的一个约束，现在完全看不出对 𝛼的约束。由于上式对任意的

𝑤 函数都成立，所以可以对不同的 𝑤 函数求和, 并且由于看不见对规范变换项 𝛼 的约束，所以对它的泛函积分

是一个无穷大量，可以直接吸收到归一化常数中去。ˆ
D𝐴𝑒𝑖𝑆 [𝐴] = N(𝜉)

ˆ
D𝜔𝑒−𝑖

´
𝑑4𝑥 𝜔2

2𝜉

ˆ
D𝛼 det

(
−1
𝑒
𝜕2

) ˆ
D𝐴𝛿

[
𝜕𝜇𝐴𝜇 − 𝜔

]
exp (𝑖𝑆[𝐴]) , (10.111)

= N(𝜉) det
(
−1
𝑒
𝜕2

) ˆ
D𝛼
ˆ
D𝐴𝑒𝑖𝑆 [𝐴]−𝑖

´
𝑑4𝑥 (𝜕𝜇𝐴𝜇 )2/2𝜉 , (10.112)

∝ D𝐴 exp
(
𝑖𝑆[𝐴] − 𝑖

ˆ
𝑑4𝑥(𝜕𝜇𝐴𝜇)2/2𝜉

)
. (10.113)

于是，任何规范不变的算符 𝑶 (𝐴) = 𝑶 (𝐴𝛼) 对真空的期望值都可以用路径积分的方法给出

〈Ω|𝑻O(𝐴) |Ω〉 = lim
𝑇→+∞(1−𝑖 𝜀)

´
D𝐴O(𝐴) exp 𝑖

´ +𝑇
−𝑇 𝑑

4𝑥
[
L𝛾 − 1

2𝜉
(
𝜕𝜇𝐴𝜇

)2
]

´
D𝐴 exp 𝑖

´ +𝑇
−𝑇 𝑑

4𝑥
[
L𝛾 − 1

2𝜉
(
𝜕𝜇𝐴𝜇

)2
] (10.114)

其实，可以发现，这里的 Faddeev Popov 操作相当于说明了在正则量子化时候强行加入 Lagrangian 的规范修

正项实际上是有道理的。

考虑了规范变换后的作用量写为

𝑆 =
1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝐴𝜇 (−𝑘)

(
−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + (1 − 1

𝜉
)𝑘𝜇𝑘𝜈

)
𝐴𝜈 (𝑘). (10.115)

于是，生成函数写为

𝑍 [𝐽] =
ˆ
D𝐴 exp

(
𝑖
1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4

{
𝐴𝜇 (−𝑘)

(
−𝑔𝜇𝜈𝑘2 + (1 − 1

𝜉
)𝑘𝜇𝑘𝜈

)
𝐴𝜈 (𝑘) + 𝐽𝜇 (−𝑘)𝐴𝜇 (𝑘) + 𝐽𝜇 (𝑘)𝐴𝜇 (−𝑘)

})
.

(10.116)

首先考虑一个矩阵乘积关系(
𝑔𝜇𝜈𝑘2 − (1 − 1

𝜉
)𝑘𝜇𝑘𝜈

)
1
𝑘2

(
𝑔𝜈𝜌 − (1 − 𝜉)

𝑘𝜈𝑘𝜌

𝑘2

)
(10.117)

=
1
𝑘2

(
𝛿
𝜇
𝜌 𝑘

2 − (1 − 𝜉)
𝑘𝜌𝑘

𝜇

𝑘2 − (1 − 1
𝜉
)𝑘𝜇𝑘𝜌 + (1 −

1
𝜉
) (1 − 𝜉)

𝑘𝜇𝑘𝜌

𝑘2 𝑘𝜈𝑘𝜈

)
(10.118)

=
1
𝑘2

(
𝛿
𝜇
𝜌 𝑘

2 − (1 − 𝜉)
𝑘𝜌𝑘

𝜇

𝑘2 − (1 − 1
𝜉
)𝑘𝜇𝑘𝜌 + (1 − 𝜉)

𝑘𝜇𝑘𝜌

𝑘2 𝑘𝜈𝑘𝜈 + (1 −
1
𝜉
)
𝑘𝜇𝑘𝜌

𝑘2 𝑘𝜈𝑘𝜈

)
(10.119)

= 𝛿𝜇𝜌 . (10.120)

将这个关系简记为 𝑀𝜇𝜈
(
𝑀−1)

𝜈𝜌 = 𝛿𝜇𝜌 , 并且注意到他们都是对称的 𝑀𝜇𝜈 = 𝑀𝜈𝜇,
(
𝑀−1)

𝜈𝜌 =
(
𝑀−1)

𝜌𝜈 于是重新定

义积分变量.
𝜑𝜇 (𝑘) = 𝐴𝜇 (𝑘) − (𝑀−1)𝜇𝜌𝐽𝜌 (𝑘). (10.121)
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重新定义积分变量的好处在于

−𝐴𝜇 (−𝑘)
(
𝑔𝜇𝜈𝑘2 − (1 − 1

𝜉
)𝑘𝜇𝑘𝜈

)
𝐴𝜈 (𝑘) + 𝐽𝜇 (−𝑘)𝐴𝜇 (𝑘) + 𝐽𝜇 (𝑘)𝐴𝜇 (−𝑘) (10.122)

= −
(
𝜑𝜇 (−𝑘) + (𝑀−1)𝜇𝛼𝐽𝛼 (−𝑘)

)
𝑀𝜇𝜈

(
𝜑𝜈 (𝑘) + (𝑀−1)𝜈𝛽𝐽𝛽 (𝑘)

)
+ 𝐽𝜇 (−𝑘)

(
𝜑𝜇 (𝑘) + (𝑀−1)𝜇𝛼𝐽𝛼 (𝑘)

)
(10.123)

+ 𝐽𝜇 (𝑘)
(
𝜑𝜇 (−𝑘) + (𝑀−1)𝜇𝛼𝐽𝛼 (−𝑘)

)
, (10.124)

= −𝜑𝜇 (−𝑘)𝑀𝜇𝜈𝜑𝜈 (𝑘) + 𝐽𝛼 (−𝑘)(𝑀−1)𝛼𝛽𝐽𝛽 (𝑘). (10.125)

其中，用到了 M 矩阵的 Transpose equivalent 性质。再次之后，将对 A 的泛函积分变为对 𝜑 的泛函积分，得到

𝑍 [𝐽] =
ˆ
D𝜑 exp 𝑖

1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
(
−𝜑𝜇 (−𝑘)𝑀𝜇𝜈𝜑𝜈 (𝑘) + 𝐽𝛼 (−𝑘)(𝑀−1)𝛼𝛽𝐽𝛽 (𝑘)

)
(10.126)

∝ exp
{
𝑖
1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝐽𝛼 (−𝑘)(𝑀−1)𝛼𝛽𝐽𝛽 (𝑘)

}
, (10.127)

= exp
{
𝑖
1
2

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝐽𝛼 (−𝑘)Δ𝐹,𝛼𝛽 (𝑘)𝐽𝛽 (𝑘)

}
. (10.128)

其中

(𝑀−1)𝛼𝛽 =
𝑔𝛼𝛽 − (1 − 𝜉) 𝑘𝛼𝑘𝛽𝑘2

𝑘2 . (10.129)

一般来说，将传播子定义为 ( 𝑀 定义为了 D)

𝜉 = 0→ 1
𝑖
𝐷
𝜇𝜈
𝐹 (𝑘) =

1
𝑖

1
𝑘2 + 𝑖𝜖

[
𝑔𝜇𝜈 − 𝑘

𝜇𝑘𝜈

𝑘2

]
Landau Gauge, (10.130)

𝜉 = 1→ 1
𝑖
𝐷
𝜇𝜈
𝐹 (𝑘) =

1
𝑖

𝑔𝜇𝜈

𝑘2 + 𝑖𝜖
Feynman Gauge. (10.131)

再利用 Fourier 变换变回到坐标空间, 利用 J 与传播子的 Fourier 变换性质
𝐽𝜇 (𝑘) =

´
𝑑4𝑥𝑒𝑖𝑘 ·𝑥𝐽𝜇 (𝑥),

Δ𝜇𝜈𝐹 (𝑘) =
´
𝑑4𝑥𝑒𝑖𝑘 ·𝑥Δ𝜇𝜈𝐹 (𝑥).

(10.132)

直接带入可以得到更加实用的生成函数

𝑍 [𝐽] ∝ exp
{
𝑖
1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′ 𝐽𝜇 (𝑥)Δ𝜇𝜈𝐹 (𝑥 − 𝑥

′)𝐽𝜈 (𝑥′)
}
. (10.133)

10.5 Feynman Rules for QED
前面已经讨论过了 Dirac 场的量子化以及电磁场的量子化，现在考虑 Dirac 场和电磁场的耦合 Lagrangian, 直

接写出 Lagrangian 为

L𝑄𝐸𝐷 = 𝜓(𝑖 /𝜕 − 𝑚)𝜓 − 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 − 𝑒𝜓𝛾𝜇𝐴𝜇𝜓. (10.134)

上面式子中的 𝑒 是一个正数。

不难发现，上面写出的 Lagrangian 在场的规范变换
𝜓 → exp (𝑖𝛼(𝑥)) 𝜓,

𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 − 1
𝑒 𝜕𝜇𝛼(𝑥).

(10.135)

下是不变的。有一种更简单的写 Lagrangian 的形式

L𝑄𝐸𝐷 = 𝜓(𝑖 /𝐷 − 𝑚)𝜓 − 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 . (10.136)

其中，定义了协变导数

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇 . (10.137)
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自由的 Dirac spin-1/2 场的生成函数以及 spin-1 场的生成函数分别是:

𝑍𝑠𝑝𝑖𝑛−1 [𝐽] ∝ exp
{
𝑖
1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′ 𝐽𝜇 (𝑥)Δ𝜇𝜈𝐹 (𝑥 − 𝑥

′)𝐽𝜈 (𝑥′)
}
,

𝑍𝑠𝑝𝑖𝑛−1/2 [𝜂, 𝜂] = exp
(ˆ

𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝑖𝜂(𝑥) 1
𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑦)𝑖𝜂(𝑦)

)
.

(10.138)

按照标量场的办法，将相互作用项按围绕的方式考虑，于是 QED 的生成函数是

𝑍 [𝜂, 𝜂, 𝐽] ∝ exp
{
−𝑖𝑒
ˆ
𝑑4𝑥

(
1
𝑖

𝛿

𝛿𝐽𝜇 (𝑥)

) (
𝑖

𝛿

𝛿𝜂𝛼 (𝑥)

)
(𝛾𝜇)𝛼𝛽

(
1
𝑖

𝛿

𝛿𝜂𝛽 (𝑥)

)}
(10.139)

exp
{
𝑖
1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′ 𝐽𝜇 (𝑥)Δ𝜇𝜈𝐹 (𝑥 − 𝑥

′)𝐽𝜈 (𝑥′)
}

exp
(ˆ

𝑑4𝑥𝑑4𝑦 𝑖𝜂(𝑥) 1
𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑦)𝑖𝜂(𝑦)

)
. (10.140)

需要注意的是 S 并不是对称的矩阵，所以在坐标空间画 Feynman 图的时候就需要给传播子上带一个箭头，规则

是:
𝑥𝑥′

=
ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥) 1

𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑥′) 𝑖𝜂(𝑥′) =

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥)〈𝜓(𝑥)𝜓(𝑥′)〉 𝑖𝜂(𝑥′). (10.141)

这个记法暗含了一个约定–矩阵的左指标在图中的位置是箭头的终点。虽然不严谨，但是可以说一下，在之前计

算 spin-1/2 的 LSZ 约化公式时，正粒子的产生算符是用场 𝜓 产生的。而 𝜓 又是通过 1
𝑖
𝛿
𝛿𝜂 产生的。所以入射的

正粒子 external line 是一个箭头指向 vertex (Fermion 线的起点). 并且入射正粒子在 LSZ 约化公式中有一个 𝑢. 在

spinor 指标相乘的时候，它相当于一个列向量，总是写在式子的最后面 (最右边)。所以在根据动量空间 Feynman
图写散射振幅的时候，总是从 Fermion 线的终点开始写。

按照标量场的处理办法，硬先用生成函数计算多点关联函数，然后用多点关联函数和 LSZ reduction formula
计算散射振幅，但是我先不算了，直接写出散射振幅的一般规律。

Feynman Rules 不像之前在标量场从树图散射振幅归纳得到 Feynman 规则，这里的 feynman 规则就直接不加

计算的直接给出了。这里给出的是动量空间的 Feynman Rules，Feynman 图中的所有线都是带有箭头的，其中用

Dirac Spinor 描述的 Fermion 用实线表示，用 Polarization vector 描述的 spin-1 玻色子用波浪线表示。

1) 每一个入射的动量为 𝑝𝑖 的正粒子，箭头指向 vertex，箭头上带有的动量是 𝑝𝑖。

2) 每一个出射的动量为 𝑝′𝑖 的正粒子，箭头从 vertex 指出，箭头上带有的动量是 𝑝′𝑖。

3) 每一个入射的动量为 𝑝𝑖 的反粒子，箭头从 vertex 指出，箭头上带有的动量是 −𝑝𝑖。
4) 每一个出射的动量为 𝑝′𝑖 反粒子，箭头指向 vertex，箭头上带有的动量是 −𝑝′𝑖。
5) 每一个入射的动量为 𝑘𝑖 的光子，箭头指向 vertex，箭头上带有的动量是 𝑘𝑖。

6) 每一个出射的动量为 𝑘 ′𝑖 的光子，箭头从 vertex 指出，箭头上带有的动量是 𝑘 ′𝑖。

7) vertex 上总是连接着两个 fermion 实线以及一个描述光子的波浪线。对于描述 Fermion 的实线，一个箭头指

向 vertex，一个箭头从 vertex 指出。对于描述光子的波浪线，箭头可以指向 vertex 也可以从 vertex 指出。

8) Feynman 图中的所有线上都带有动量，最外部的 external Line 上带有的动量通过最开始的几个规则确定，

每一个节点的动量都是守恒的。

9) 每一个入射的动量为 𝑘𝑖 , 螺旋度为 𝜆𝑖 的光子 external line 对应的 polarize vector 写为 𝜖∗𝜆𝑖 (𝑘𝑖)。
10) 每一个出射的动量为 𝑘 ′𝑖 , 螺旋度为 𝜆′𝑖 的光子 external line 对应的 polarize vector 写为 𝜖𝜆′𝑖 (𝑘

′
𝑖)。

11) 每一个入射的动量为 𝑝𝑖 螺旋度为 𝑠𝑖 的正 Fermion 粒子, external line 对应的 spinor 写为 𝑢𝑠𝑖 (𝑝𝑖)
12) 每一个出射的动量为 𝑝′𝑖 螺旋度为 𝑠′𝑖 的正 Fermion 粒子, external line 对应的 spinor 写为 𝑢𝑠′𝑖 (𝑝

′
𝑖)

13) 每一个入射的动量为 𝑝𝑖 螺旋度为 𝑠𝑖 的反 Fermion 粒子, external line 对应的 spinor 写为 𝑣𝑠𝑖 (𝑝𝑖)。
14) 每一个出射的动量为 𝑝′𝑖 螺旋度为 𝑠′𝑖 的正 Fermion 粒子, external line 对应的 spinor 写为 𝑣𝑠′𝑖 (𝑝

′
𝑖)。

15) 每一个节点表示为 −𝑖𝑒𝛾𝜇。(这里的 e 理解为负值)
16) 每一个内部光子传播子 (Feynman Gauge ) 对应的传播子是 1

𝑖
𝑔𝜇𝜈

𝑘2+𝑖 𝜖 。如果将所考虑的规范也写到其中，传播

子就是 1
𝑖

1
𝑘2+𝑖 𝜖

(
𝑔𝜇𝜈 − (1 − 𝜉) 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
(也就它的分母和别人是反着的。)

17) 每一个内部 Fermion 传播子对应的是 1
𝑖

( /𝑝+𝑚)𝛼,𝛽
−𝑝2+𝑚2−𝑖 𝜖 。
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10.6 Compton Scattering

18) Spinor 指标的缩并规则是：对于每一个 Fermion 线，先找到它的结束点，这个地方的 external line（一般来

说会有一个 𝑢 或者 𝑣 形式的旋量）。将这个旋量写在式子的最左边，然后从左往右依次写在 Fermion 线上

遇到的项，直到写到 Fermion 线的出发点（一般来说会有一个 𝑢 或者 𝑣）形式的旋量。

19) 判断树图的相对正负号规则方法：将所有的 Fermion 线水平画出，所有的箭头都从左指向右。对于每一个

图，左侧的 External line 对应的粒子顺序是确定的。观察各个图的右侧 external line 对应的粒子，从上到下

依次写出他们的顺序，如果两个图对应的这个顺序是一个偶置换，那么两个图的相对符号是 +1，如果两个

图对应的这个顺序相差一个奇置换，那么两个图相对符号是 −1。
20) 一条 Fermion 线上是同一种粒子。

21) fermion 圈图会贡献一个 −1。

10.6 Compton Scattering
在计算QED散射振幅的时候，有一些常用的技巧，比如说 spin sum或者说 polarization sum以及 trace technic。

在这里就把他们用一下。

首先 Compton 散射是指电子和光子散射为电子和光子的过程。对应的 Feynman 图有两个，画为

𝑒−

𝛾

𝑒−

𝛾

𝑝1

𝑘1

𝑝1 + 𝑘1

𝑝′1

𝑘 ′1

+

𝑒−

𝛾

𝑒−

𝛾

𝑝1

𝑘1

𝑝1 − 𝑘 ′1

𝑝′1

𝑘 ′1

(10.142)

当然，由于大家的下指标都是 1，所以就不写下指标了。按照前面提到的 feynman 规则，直接写出散射振幅。

𝑖T =(−𝑖𝑒)2 1
𝑖
𝜖 𝜇∗ (𝑘)𝜖𝜈 (𝑘 ′)𝑢𝑠′ (𝑝′)

𝛾𝜈 (/𝑝 + /𝑘 + 𝑚)𝛾𝜇
− (𝑝 + 𝑘)2 + 𝑚2

𝑢𝑠 (𝑝)

+ (−𝑖𝑒)2 1
𝑖
𝜖 𝜇∗ (𝑘)𝜖𝜈 (𝑘 ′)𝑢𝑠′ (𝑝′)

𝛾𝜇 (/𝑝 − /𝑘 ′ + 𝑚)𝛾𝜈
− (𝑝 − 𝑘 ′)2 + 𝑚2

𝑢𝑠 (𝑝)

= −𝑖𝑒2𝜖 𝜇∗ (𝑘)𝜖𝜈 (𝑘 ′)𝑢𝑠′ (𝑝′)
[
𝛾𝜈 (/𝑝 + /𝑘 + 𝑚)𝛾𝜇
(𝑝 + 𝑘)2 − 𝑚2

+
𝛾𝜇 (/𝑝 − /𝑘 ′ + 𝑚)𝛾𝜈
(𝑝 − 𝑘 ′)2 − 𝑚2

]
𝑢𝑠 (𝑝).

(10.143)

先对这个式子做初步的简化

1) 首先，注意到初入射粒子满足能动量关系 𝑝2 = 𝑚2, 𝑘2 = 0, 于是两个分母可以分别简化为

(𝑝 + 𝑘)2 − 𝑚2 = 2𝑝 · 𝑘, (𝑝 − 𝑘 ′)2 − 𝑚2 = −2𝑝 · 𝑘 ′ (10.144)

2) 考虑到正粒子的 Spinor 满足 Dirac 方程

(/𝑝 − 𝑚)𝑢(𝑝) = 0⇒(/𝑝 + 𝑚)𝛾𝜈 (𝑝) =
(
𝑝𝜇𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝑚𝛾𝜈

)
𝑢(𝑝) (10.145)

=
(
𝑝𝜇

(
2𝑔𝜇𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇

)
+ 𝑚𝛾𝜈

)
𝑢(𝑝) (10.146)

=
(
2𝑝𝜈 + (𝑚 − /𝑝)𝛾𝜈

)
𝑢(𝑝) (10.147)

= 2𝑝𝜈𝑢(𝑝). (10.148)

将这两个简化用到散射振幅的式子中得到。

𝑖T = −𝑖𝑒2𝜖 𝜇∗ (𝑘)𝜖𝜈 (𝑘 ′)𝑢𝑠′ (𝑝′)
[
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

2𝑝 · 𝑘 +
−𝛾𝜇/𝑘 ′𝛾𝜈 + 2𝛾𝜇𝑝𝜈
−2𝑝 · 𝑘 ′

]
𝑢𝑠 (𝑝) (10.149)

= −𝑖𝑒2𝜖 𝜇∗ (𝑘)𝜖𝜈 (𝑘 ′)𝑢𝑠′ (𝑝′)
[
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝜇/𝑘 ′𝛾𝜈 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

2𝑝 · 𝑘 ′

]
𝑢𝑠 (𝑝). (10.150)
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3) 想要计算的量实际上是散射振幅的模平方，所以算一下它的复共轭是比较有用的，不过对于 Dirac Spinor 有性

质 (可以直接用 Gamma matrix 的性质验证)

[𝑢(𝑝′)𝛾𝜇𝑢(𝑝)]∗ = 𝑢(𝑝)𝛾𝜇𝑢(𝑝′),

[𝑢(𝑝′)𝛾𝜇𝛾𝜎𝛾𝜈𝑢(𝑝)]∗ = 𝑢(𝑝)𝛾𝜈𝛾𝜎𝛾𝜇𝑢(𝑝′).
(10.151)

考虑到这些性质之后，散射振幅的复共轭写为:

(𝑖T)∗ = 𝑖𝑒2𝜖 𝜇 (𝑘)𝜖𝜈∗ (𝑘 ′)𝑢𝑠 (𝑝)
[
𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜈 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

2𝑝 · 𝑘 ′

]
𝑢𝑠′ (𝑝′) (10.152)

= 𝑖𝑒2𝜖 𝛼 (𝑘)𝜖𝛽∗ (𝑘 ′)𝑢𝑠 (𝑝)
[
𝛾𝛼/𝑘𝛾𝛽 + 2𝛾𝛽 𝑝𝛼

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝛽/𝑘 ′𝛾𝛼 − 2𝛾𝛼𝑝𝛽

2𝑝 · 𝑘 ′

]
𝑢𝑠′ (𝑝′) (10.153)

现在想要考虑散射振幅的模平方，方法是直接将他们乘在一起，并且对初态求平均，末态求和。稍微说一下之

前的计算中，初入射的光子都没有明确的说出它的螺旋度，实际上，应该在每个入射光子下面带一个下标 𝜆 表

示它的螺旋度，每一个出射光子下面带一个下标 𝜆′ 表示它的螺旋度。最终在计算散射截面有意义的散射振幅模

平方写为

〈|T |2〉 =
∑

𝜆,𝜆′ ,𝑠,𝑠′

1
4
𝑒4𝜖 𝜇∗ (𝑘)𝜖𝜈 (𝑘 ′)𝑢𝑠′ (𝑝′)

[
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝜇/𝑘 ′𝛾𝜈 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

2𝑝 · 𝑘 ′

]
𝑢𝑠 (𝑝) (10.154)

× 𝜖 𝛼 (𝑘)𝜖𝛽∗ (𝑘 ′)𝑢𝑠 (𝑝)
[
𝛾𝛼/𝑘𝛾𝛽 + 2𝛾𝛽 𝑝𝛼

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝛽/𝑘 ′𝛾𝛼 − 2𝛾𝛼𝑝𝛽

2𝑝 · 𝑘 ′

]
𝑢𝑠′ (𝑝′). (10.155)

4) 下一个技巧是关于极化矢量的求和性质 polarization sums. 在量子化 spin-1/2 场的时候就提到过

Σ𝜆=±𝜖
∗
𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖𝜈 (𝑝, 𝜆) = −𝑔𝜇𝜈 + 𝑛𝜇𝑛𝜈 −

(
𝑝𝜇 − 𝑛𝜇 (𝑝 · 𝑛)

)
(𝑝𝜈 − 𝑛𝜈 (𝑝 · 𝑛))

(𝑝 · 𝑛)2 − 𝑝2 . (10.156)

在这里，认为光子是没有质量的，所以这个式子简化为:

Σ𝜆=±𝜖
∗
𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖𝜈 (𝑝, 𝜆) = −𝑔𝜇𝜈 + 𝑛𝜇𝑛𝜈 −

(
𝑝𝜇 − 𝑛𝜇 (𝑝 · 𝑛)

)
(𝑝𝜈 − 𝑛𝜈 (𝑝 · 𝑛))

(𝑝 · 𝑛)2
. (10.157)

进一步，有一个性质是在计算散射振幅的时候，与光子四维动量平行的部分是 0

T ∝ 𝑝𝜇T 𝜇 = 0. (10.158)

所以上面的极化求和条件进一步化简为了

Σ𝜆=±𝜖
∗
𝜇 (𝑝, 𝜆)𝜖𝜈 (𝑝, 𝜆) = −𝑔𝜇𝜈 . (10.159)

5) 同样的，也可以考虑 spin-sum，这一部分在 Dirac 方程的解那一部分有推导，最终的结论是，∑
𝑠

𝑢𝑠 (𝑝)𝑢𝑠 (𝑝) = (/𝑝 + 𝑚). (10.160)

考虑极化求和条件，以及 spin-sum 条件，并且注意到 𝑢𝑇𝑣 = 𝑇𝑟 (𝑣𝑢𝑇 )可以将散射振幅的模平方写为

〈|T |2〉 =
∑
𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑒4

4
𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 𝑇𝑟

{
𝑢𝑠′ (𝑝′)𝑢𝑠′ (𝑝′)

[
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝜇/𝑘 ′𝛾𝜈 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

2𝑝 · 𝑘 ′

]
𝑢𝑠 (𝑝) (10.161)

× 𝑢𝑠 (𝑝)
[
𝛾𝛼/𝑘𝛾𝛽 + 2𝛾𝛽 𝑝𝛼

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝛽/𝑘 ′𝛾𝛼 − 2𝛾𝛼𝑝𝛽

2𝑝 · 𝑘 ′

] }
(10.162)

=
𝑒4

4
𝑔𝜇𝛼𝑔𝜈𝛽 𝑇𝑟

{ (
/𝑝′ + 𝑚

) [
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝜇/𝑘 ′𝛾𝜈 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

2𝑝 · 𝑘 ′

]
(10.163)

×
(
/𝑝 + 𝑚

) [
𝛾𝛼/𝑘𝛾𝛽 + 2𝛾𝛽 𝑝𝛼

2𝑝 · 𝑘 +
𝛾𝛽/𝑘 ′𝛾𝛼 − 2𝛾𝛼𝑝𝛽

2𝑝 · 𝑘 ′

] }
(10.164)

到此为止，比较巧妙的方法就用完了，之后就要反复计算各种 gamma 矩阵乘在一起然后取 trace, 不过因为这个

计算太复杂了，我先不写.... 我好懒。反正这部分主要是用来说一下前面的 5 种近似方法能够怎么用.... 作业居然
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出了，那我还是算一下吧。首先将大括号中的乘积展开，会形成 4 项。具体写为

〈|T |2〉 = 𝑒4

4

{
N1

(2𝑝 · 𝑘)2
+ N2

(2𝑝 · 𝑘) (2𝑝 · 𝑘 ′) +
N3

(2𝑝 · 𝑘 ′) (2𝑝 · 𝑘) +
N4

(2𝑝 · 𝑘 ′)2

}
. (10.165)

其中的几个系数分别是

N1 = 𝑇𝑟
[ (
/𝑝′ + 𝑚

) (
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

) (
/𝑝 + 𝑚

)
(𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜈 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇)

]
, (10.166)

N2 = 𝑇𝑟
[ (
/𝑝′ + 𝑚

) (
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

) (
/𝑝 + 𝑚

) (
𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

) ]
, (10.167)

N3 = 𝑇𝑟
[ (
/𝑝′ + 𝑚

) (
𝛾𝜇/𝑘 ′𝛾𝜈 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

) (
/𝑝 + 𝑚

)
(𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜈 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇)

]
, (10.168)

N4 = 𝑇𝑟
[ (
/𝑝′ + 𝑚

) (
𝛾𝜇/𝑘 ′𝛾𝜈 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

) (
/𝑝 + 𝑚

) (
𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

) ]
. (10.169)

这四项中只需要计算两项，N1 以及 N2, 剩下的两个可以通过变量代换

N1 (𝑘 ↔ −𝑘 ′) = N4, (10.170)

N2 (𝑘 ↔ −𝑘 ′) = N3, (10.171)

来得到。

CalculateN1 首先计算N1. 为了简单起见，将组成它的四个括号分别叫做 1, 2, 3, 4 其中有 16 项，但是考虑到只

有偶数项的 𝛾 矩阵才可以在取 trace 后留下来，也就是在经历化简之后只剩下了

N1 = 𝑇𝑟 [(1𝑎 + 1𝑏)(2𝑎 + 2𝑏)(3𝑎 + 3𝑏) (4𝑎 + 4𝑏)] = 𝑇𝑟 [1𝑎 2 3𝑎 4] + 𝑇𝑟 [1𝑏 2 3𝑏 4] . (10.172)

回顾 Gamma matrix 的性质

𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜇 = −2𝛾𝜈 , 𝛾𝜇𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝜇 = 4𝑔𝜌𝜎 ,

𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝜇 = −2𝛾𝜎𝛾𝜌𝛾𝜈 , 𝑇𝑟 (𝛾𝜇𝛾𝜈) = 4𝑔𝜇𝜈 ,

𝑇𝑟 (𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎) = 4 (𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎 + 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌 − 𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎) ,

𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜌/𝑝𝛾𝜇 = −2/𝑝𝛾𝜌/𝑘, 𝛾𝜇 /𝑝𝛾𝜇 = −2/𝑝, 𝛾𝜇/𝑘 /𝑝𝛾𝜇 = 4 (𝑘 · 𝑝) , 𝛾𝜇𝛾
𝜇 = 4I,

𝛾𝜇𝛾
𝜈/𝑘𝛾𝜇 = 4𝑘𝜈 .

(10.173)

现在开始计算 N1 的数值.
1)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎] = 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 /𝑝𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜈

]
= 𝑇𝑟

[
𝛾𝜈 /𝑝′𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 /𝑝𝛾𝜇/𝑘

]
(10.174)

= 4𝑇𝑟
[
/𝑝′/𝑘 /𝑝/𝑘

]
= 4𝑝′𝜇𝑘𝜈 𝑝𝜌𝑘𝜎𝑇𝑟 [𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎] (10.175)

= 16𝑝′𝜇𝑘𝜈 𝑝𝜌𝑘𝜎 (𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎 + 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌 − 𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎) (10.176)

= 16
(
(𝑝′ · 𝑘) (𝑝 · 𝑘) + (𝑝′ · 𝑘) (𝑝 · 𝑘) − (𝑝′ · 𝑝) 𝑘2

)
(10.177)

= 32(𝑝′ · 𝑘)(𝑝 · 𝑘). (10.178)

其中，最后一个等式用到了光子质量是 0 的性质。

2)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑎3𝑎4𝑏] = 2 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 /𝑝𝛾𝜈 𝑝𝜇

]
= −4𝑇𝑟

(
/𝑝′/𝑝𝛾𝜇/𝑘 𝑝𝜇

)
(10.179)

= −4𝑝𝜇𝑘𝜈 𝑝′𝜌𝑝𝜎𝑇𝑟 (𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎) = −16
[
(𝑝 · 𝑘) (𝑝′ · 𝑝) + 𝑝2 (𝑘 · 𝑝′) − (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 · 𝑝)

]
(10.180)

= −16𝑚2 (𝑘 · 𝑝′). (10.181)

3)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑏3𝑎4𝑎] = 2 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈 𝑝𝜇 /𝑝𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜈

]
= 2𝑝𝜇 𝑇𝑟

[
/𝑝′𝛾𝜈 /𝑝𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜈

]
, (10.182)

= −4𝑝𝜇𝑇𝑟
[
/𝑝′/𝑘𝛾𝜇 /𝑝

]
= −4𝑝𝜇𝑝𝜈 𝑝′𝜌𝑘𝜎𝑇𝑟 (𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎) (10.183)

= −16
(
𝑝2 (𝑝′ · 𝑘) + (𝑝 · 𝑘) (𝑝 · 𝑝′) − (𝑝 · 𝑝′) (𝑝 · 𝑘)

)
, (10.184)
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= −16𝑚2 (𝑝′ · 𝑘). (10.185)

4)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑏3𝑎4𝑏] = 4 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈 𝑝𝜇 /𝑝𝛾𝜈 𝑝𝜇

]
= 4𝑝2 𝑇𝑟

[
/𝑝′𝛾𝜈 /𝑝𝛾𝜈

]
, (10.186)

= −8𝑝2𝑇𝑟
(
/𝑝′/𝑝

)
= −32𝑚2 (𝑝 · 𝑝′) (10.187)

5)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑎3𝑏4𝑎] = 𝑇𝑟
[
𝑚𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇𝑚𝛾𝜇/𝑘𝛾𝜈

]
= 𝑚2𝑇𝑟

[
𝛾𝜈𝛾

𝜈/𝑘𝛾𝜇𝛾𝜇/𝑘
]
= 16𝑚2𝑇𝑟 [/𝑘/𝑘] = 64𝑚2 𝑘2 = 0. (10.188)

6)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑎3𝑏4𝑏] = 2𝑚2 𝑇𝑟
[
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇𝛾𝜈 𝑝𝜇

]
= 8𝑚2 𝑇𝑟

[
/𝑘𝛾𝜇𝑝𝜇

]
(10.189)

= 32𝑚2 (𝑝 · 𝑘) . (10.190)

7)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑏3𝑏4𝑎] = 2𝑚2 𝑇𝑟
[
𝛾𝜈 𝑝𝜇𝛾

𝜇/𝑘𝛾𝜈
]
= 8𝑚2 𝑇𝑟

(
/𝑝/𝑘

)
, (10.191)

= 32𝑚2 (𝑝 · 𝑘) . (10.192)

8)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑏3𝑏4𝑏] = 4𝑚2 𝑇𝑟
[
𝛾𝜈 𝑝𝜇𝛾

𝜈 𝑝𝜇
]
= 16𝑚2𝑝2𝑇𝑟 (I) = 64𝑚4. (10.193)

将这 8 项相加得到

N1 = 16
(
4𝑚4 − 2 (𝑘 · 𝑝′) 𝑚2 + 2 (𝑝′ · 𝑘) (𝑝 · 𝑘) − 2𝑚2 (𝑝 · 𝑝′) + 4𝑚2 (𝑝 · 𝑘)

)
(10.194)

Calculate N2 之前已经得到了它的表达式{
N2 = 𝑇𝑟

[ (
/𝑝′ + 𝑚

) (
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 + 2𝛾𝜈 𝑝𝜇

) (
/𝑝 + 𝑚

) (
𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇 − 2𝛾𝜇𝑝𝜈

) ] (10.195)

现在开始计算 N2 的数值.
1)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎] = 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 /𝑝𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇

]
= −2 𝑇𝑟

[
/𝑝′𝛾𝜈/𝑘/𝑘 ′𝛾𝜈 /𝑝

]
(10.196)

= −8 𝑇𝑟
[
/𝑝′/𝑝

]
(𝑘 · 𝑘 ′) = −32 (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 · 𝑘 ′) . (10.197)

2)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑎3𝑎4𝑏] = −2 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 /𝑝𝛾𝜇𝑝𝜈

]
= −2 𝑇𝑟

[
𝛾𝜇 /𝑝′𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇 /𝑝𝑝𝜈

]
(10.198)

= 4 𝑇𝑟
[
/𝑘𝛾𝜈 /𝑝′/𝑝𝑝𝜈

]
= 16

[
(𝑝 · 𝑝′) (𝑝 · 𝑘) + (𝑝 · 𝑘) (𝑝′ · 𝑝) − 𝑝2 (𝑝′ · 𝑘)

]
(10.199)

= 16
[

2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑝 · 𝑘) − 𝑚2 (𝑝′ · 𝑘)
]

(10.200)

3)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑏3𝑎4𝑎] = 2 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈 𝑝𝜇 /𝑝𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇

]
(10.201)

= −4 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝑝𝜇 /𝑝/𝑘 ′𝛾𝜇

]
= −4 𝑇𝑟

[
/𝑝/𝑘 ′/𝑝/𝑝′

]
(10.202)

= −16
[
(𝑝 · 𝑘 ′) (𝑝 · 𝑝′) + (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 ′ · 𝑝) − 𝑚2 (𝑘 ′ · 𝑝′)

]
, (10.203)

= 16
[
𝑚2 (𝑘 ′ · 𝑝′) − 2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 ′ · 𝑝)

]
(10.204)

4)

𝑇𝑟 [1𝑎2𝑏3𝑎4𝑏] = −4 𝑇𝑟
[
/𝑝′𝛾𝜈 𝑝𝜇 /𝑝𝛾𝜇𝑝𝜈

]
(10.205)

= −4𝑇𝑟
[
/𝑝′/𝑝/𝑝/𝑝

]
, (10.206)

= −16 (𝑝′ · 𝑝) 𝑝2 = −16𝑚2 (𝑝 · 𝑝′) . (10.207)
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5)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑎3𝑏4𝑎] = 𝑇𝑟
[
𝑚𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇𝑚𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇

]
(10.208)

= 𝑚2 𝑇𝑟
[
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇𝛾𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇

]
(10.209)

= 4𝑚2 𝑇𝑟 [𝛾𝜈/𝑘𝑘 ′𝜈] = 4𝑚2 𝑇𝑟
[
/𝑘 ′/𝑘

]
= 16𝑚2 (𝑘 ′ · 𝑘) . (10.210)

6)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑎3𝑏4𝑏] = −2𝑚2 𝑇𝑟
[
𝛾𝜈/𝑘𝛾𝜇𝛾𝜇𝑝𝜈

]
= −8𝑚2 𝑇𝑟 (𝛾𝜈/𝑘 𝑝𝜈) (10.211)

= −8𝑚2 𝑇𝑟
(
/𝑝/𝑘

)
= −32𝑚2 (𝑝 · 𝑘) . (10.212)

7)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑏3𝑏4𝑎] = 2𝑚2 𝑇𝑟
[
𝛾𝜈 𝑝𝜇𝛾

𝜈/𝑘 ′𝛾𝜇
]

(10.213)

= 8𝑚2 𝑇𝑟
(
/𝑘 ′/𝑝

)
= 32𝑚2 (𝑝 · 𝑘 ′) (10.214)

8)

𝑇𝑟 [1𝑏2𝑏3𝑏4𝑏] = −4𝑚2 𝑇𝑟
[
𝛾𝜈 𝑝𝜇𝛾

𝜇𝑝𝜈
]
= −4𝑚2𝑇𝑟

(
/𝑝/𝑝

)
= −16𝑚4. (10.215)

将这 8 个解相加得到 N2，也就是

N2 = 16𝑚2 {(𝑝′ · 𝑘 ′) − (𝑝′ · 𝑘) − (𝑝 · 𝑝′) + (𝑘 · 𝑘 ′) − 2 (𝑝 · 𝑘) + 2 (𝑝 · 𝑘 ′)} (10.216)

+ 16
{
−𝑚4 − 2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 ′ · 𝑝) + 2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑝 · 𝑘) − 2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 · 𝑘 ′)

}
(10.217)

注意到第二项中的

−2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 ′ · 𝑝) + 2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑝 · 𝑘) − 2 (𝑝 · 𝑝′) (𝑘 · 𝑘 ′) = 2 (𝑝 · 𝑝′) (− (𝑘 ′ · 𝑝) + (𝑝 · 𝑘) − (𝑘 · 𝑘 ′)) (10.218)

= 2 (𝑝 · 𝑝′) (−(𝑝 · 𝑘 ′) + (𝑘 · 𝑝′ − 𝑘)) (10.219)

= 2 (𝑝 · 𝑝′) (−(𝑝 · 𝑘 ′) + (𝑘 · 𝑝′)) = 0. (10.220)

其中，用到了四动量守恒 𝑝 + 𝑘 = 𝑝′ + 𝑘 ′ , 𝑝 − 𝑘 ′ = 𝑝′ − 𝑘 , 以及 𝑝2 = 𝑝′2 = 𝑚2, 𝑘2 = 𝑘 ′2 = 0. 所以

N2 = 16𝑚2 {(𝑝′ · 𝑘 ′) − (𝑝′ · 𝑘) − (𝑝 · 𝑝′) + (𝑘 · 𝑘 ′) − 2 (𝑝 · 𝑘) + 2 (𝑝 · 𝑘 ′)} (10.221)

+ 16
{
−𝑚4} . (10.222)

calculate N3 and N4 前面两段中已经计算了 N1 以及 N2, 通过替换规则 𝑘 ↔ −𝑘 ′, 可以得到 N3 以及 N4, 具体来

说

N1 = 16
(
4𝑚4 − 2 (𝑘 · 𝑝′) 𝑚2 + 2 (𝑝′ · 𝑘) (𝑝 · 𝑘) − 2𝑚2 (𝑝 · 𝑝′) + 4𝑚2 (𝑝 · 𝑘)

)
. (10.223)

N2 = 16𝑚2 {
−𝑚2 + (𝑝′ · 𝑘 ′) − (𝑝′ · 𝑘) − (𝑝 · 𝑝′) + (𝑘 · 𝑘 ′) − 2 (𝑝 · 𝑘) + 2 (𝑝 · 𝑘 ′)

}
. (10.224)

N3 = 16𝑚2 {
−𝑚2 − (𝑝′ · 𝑘) + (𝑝′ · 𝑘 ′) − (𝑝 · 𝑝′) + (𝑘 · 𝑘 ′) + 2 (𝑝 · 𝑘 ′) − 2 (𝑝 · 𝑘)

}
(10.225)

N4 = 16
(
4𝑚4 + 2 (𝑘 ′ · 𝑝′) 𝑚2 + 2 (𝑝′ · 𝑘 ′) (𝑝 · 𝑘 ′) − 2𝑚2 (𝑝 · 𝑝′) − 4𝑚2 (𝑝 · 𝑘 ′)

)
. (10.226)

现在重新考虑散射振幅的模平方

〈|T |2〉 = 𝑒4

4

{
N1

(2𝑝 · 𝑘)2
+ N2

(2𝑝 · 𝑘) (2𝑝 · 𝑘 ′) +
N3

(2𝑝 · 𝑘 ′) (2𝑝 · 𝑘) +
N4

(2𝑝 · 𝑘 ′)2

}
. (10.227)

Mandelstam Mandel stam 变量定义为

𝑠 = (𝑝 + 𝑘)2 = (𝑝′ + 𝑘 ′)2 = 𝑚2 + 2𝑝 · 𝑘 = 𝑚2 + 2𝑝′ · 𝑘 ′ (10.228)

𝑡 = (𝑝 − 𝑝′)2 = (𝑘 − 𝑘 ′)2 = 2𝑚2 − 𝑝 · 𝑝′ = −2𝑘 · 𝑘 ′ (10.229)

𝑢 = (𝑝 − 𝑘 ′)2 = (𝑘 − 𝑝′)2 = 𝑚2 − 2𝑝 · 𝑘 ′ = 𝑚2 − 2𝑘 · 𝑝′. (10.230)
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并且

𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = 2𝑚2 + 2𝑝′ · 𝑘 ′ − 2𝑘 · 𝑘 ′ − 2𝑘 · 𝑝′ (10.231)

= 2𝑚2 + 2𝑝′ · 𝑘 ′ − 2𝑘 · (𝑘 + 𝑝) = 2𝑚2 + 2𝑝′ · 𝑘 ′ − 2𝑘 · 𝑝 = 2𝑚2. (10.232)

所以可以用 Mandelstam 变量表示动量的乘积关系

𝑝 · 𝑘 = 𝑝′ · 𝑘 ′ = 1
2
(𝑠 − 𝑚2), (10.233)

𝑝 · 𝑝′ = 1
2
(2𝑚2 − 𝑡), 𝑘 · 𝑘 ′ = −1

2
𝑡 (10.234)

𝑝 · 𝑘 ′ = 𝑘 · 𝑝′ = 1
2
(𝑚2 − 𝑢). (10.235)

经过变换之后,

N1 = 16
(
4𝑚4 − (𝑚2 − 𝑢)𝑚2 + 1

2
(𝑚2 − 𝑢) (𝑠 − 𝑚2) − 𝑚2 (2𝑚2 − 𝑡) + 2𝑚2 (𝑠 − 𝑚2)

)
(10.236)

= −8
(
𝑢𝑠 − 𝑚2 (3𝑠 + 𝑢) − 𝑚4

)
. (10.237)

N2 = 16𝑚2
{
−𝑚2 + 1

2
(𝑠 − 𝑚2) − 1

2
(𝑚2 − 𝑢) − 1

2
(2𝑚2 − 𝑡) − 1

2
𝑡 − (𝑠 − 𝑚2) + (𝑚2 − 𝑢)

}
(10.238)

= −8𝑚2
(
2𝑚2 + 𝑠 + 𝑢

)
. (10.239)

通过 N1 以及 N2 求 N3 和 N4 的时候的变换 𝑘 ↔ −𝑘 ′ 相当于 𝑠↔ 𝑢, 于是

N3 = −8𝑚2
(
2𝑚2 + 𝑢 + 𝑠

)
. (10.240)

N4 = −8
(
𝑢𝑠 − 𝑚2 (3𝑢 + 𝑠) − 𝑚4

)
. (10.241)

所以用 Mandel stam 变量表示的散射振幅模平方是

〈|T |2〉 = 𝑒4

4

{−8
(
𝑢𝑠 − 𝑚2 (3𝑠 + 𝑢) − 𝑚4)
(𝑠 − 𝑚2)2

+
−16𝑚2 (

2𝑚2 + 𝑠 + 𝑢
)

(𝑠 − 𝑚2)(𝑚2 − 𝑢)
+
−8

(
𝑢𝑠 − 𝑚2 (3𝑢 + 𝑠) − 𝑚4)
(𝑚2 − 𝑢)2

}
. (10.242)

Cross section 散射截面计算公式
𝑑𝜎

𝑑𝑡
= − 1

64𝜋𝑠 | ®𝑝1 |2𝐶𝑀
|〈 𝑓 |T |𝑖〉|2. (10.243)

在质心参考系中，认为入射粒子的动量分别为 (已经考虑了能动量守恒)

𝑝 = (𝐸, 𝒑) , 𝑘 = (| 𝒑 |,− 𝒑) , 𝐸 =
√
𝑚2 + | 𝒑 |2 (10.244)

出射粒子的动量分别为

𝑝′ = (𝐸, 𝒑′) , 𝑘 ′ = ( | 𝒑′ |,− 𝒑′) , | 𝒑 | = | 𝒑′ |. (10.245)

Mandel stam 变量 𝑡 为

𝑡 = (𝑝 − 𝑝′)2 = 2𝑚2 − 2𝑝 · 𝑝′ = 2𝑚2 − 2𝐸2 + 2 𝒑 · 𝒑′ = −2| 𝒑 |2 + 2| 𝒑 |2 cos 𝜃 (10.246)

𝑡 ∈
[
−4| 𝒑 |2, 0

]
. (10.247)

Mandel stam variable 𝑠 为

𝑠 = (𝑝 + 𝑘)2 = (𝐸 + | 𝒑 |, 0)2 = (𝐸 + | 𝒑 |)2 (10.248)

可以反解出

| 𝒑 | = 1
2
𝑠 − 𝑚2
√
𝑠
. (10.249)
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将这些带入散射截面计算公式，并将 𝑢 = 2𝑚2 − 𝑠 − 𝑡 带入得到

𝑑𝜎

𝑑𝑡
= − 1

64𝜋𝑠 × 1
4
(𝑠−𝑚2)2

𝑠

1
4
𝑒4

{
8
(
3𝑚4 − 𝑚2𝑡 + 𝑠(𝑠 + 𝑡)

)(
𝑚2 − 𝑠

)2 +
8
(
7𝑚4 − 𝑚2 (4𝑠 + 3𝑡) + 𝑠(𝑠 + 𝑡)

)(
−𝑚2 + 𝑠 + 𝑡

)2 −
16𝑚2 (

4𝑚2 − 𝑡
)(

𝑠 − 𝑚2) (
−𝑚2 + 𝑠 + 𝑡

) }
(10.250)

利用 mathematica 积分，并做变量代换 𝛼 = 𝑒2

4𝜋 , 𝑥 =
𝑠−𝑚2

𝑚2 , 代码是，

integrand = -(1/(64 \[Pi] s (1/4) ((s - m^2)^2/s)))*(e^4/4)*((
8 (3 m^4 - m^2 t + s (s + t)))/(m^2 - s)^2 + (
8 (7 m^4 + s (s + t) - m^2 (4 s + 3 t)))/(-m^2 + s + t)^2 - (
16 m^2 (4 m^2 - t))/((-m^2 + s) (-m^2 + s + t)));

bounds = {t, -(s - m^2)^2/s, 0};
result = Integrate[integrand, bounds, Assumptions -> {s > 0, m > 0}];
simplifiedResult = Simplify[result];
sReplacement = s -> m^2 (x + 1);
eReplacement = e -> Sqrt[4 \[Pi] \[Alpha]];
integrandInX =
simplifiedResult /. sReplacement /. eReplacement // FullSimplify

结果是

𝜋𝛼2 (
−𝑥(𝑥(𝑥 + 2) (𝑥 + 16) + 16) − 2((𝑥 − 4)𝑥 − 8)(𝑥 + 1)2 log(𝑥 + 1)

)
𝑚2𝑥3 (𝑥 + 1)2

(10.251)

因为积分区间的问题，应该有一个负号，并且化简一下上式，可以写为

𝜎 =
𝜋𝛼2 (

𝑥(𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 + 16) + 16) + 2((𝑥 − 4)𝑥 − 8) (𝑥 + 1)2 log(𝑥 + 1)
)

𝑚2𝑥3 (𝑥 + 1)2
(10.252)

=
𝜋𝛼2

𝑚2 (1 + 𝑥)

{
𝑥(𝑥 + 2) (𝑥 + 16) + 16

𝑥2 (1 + 𝑥)
+ 2(1 + 𝑥) ((𝑥 − 4)𝑥 − 8)

𝑥2 ln(1 + 𝑥)
}
. (10.253)
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10.7 Loop correction to photon propagator
Counterterm Lagrangian 有 Counterterm QED Lagrangian 是 (𝑑 = 4 − 𝜖)

L𝑄𝐸𝐷 =𝜓(𝑖𝑍2 /𝜕 − 𝑍𝑚𝑚)𝜓 − 𝑍3
1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝑍1 𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝜓𝛾𝜇𝐴𝜇𝜓 −

𝑍3

2𝜉
(
𝜕𝜇𝐴

𝜇 )2 (10.254)

=𝜓(𝑖 /𝜕 − 𝑚)𝜓 − 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝑍1 𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝜓𝛾𝜇𝐴𝜇𝜓 −

𝑍3

2𝜉
(
𝜕𝜇𝐴

𝜇 )2 (10.255)

+ 𝑖(𝑍2 − 1)𝜓/𝜕𝜓 − (𝑍𝑚 − 1)𝑚𝜓𝜓 − 1
4
(𝑍3 − 1)𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 . (10.256)

因为不同的规范不影响结果，所以取规范为 𝜉 = 𝑍3, 这时，Lagrangian 是

L𝑄𝐸𝐷 =𝜓(𝑖 /𝜕 − 𝑚)𝜓 − 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝑍1 𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝜓𝛾𝜇𝐴𝜇𝜓 −

1
2

(
𝜕𝜇𝐴

𝜇 )2 (10.257)

+ 𝑖(𝑍2 − 1)𝜓/𝜕𝜓 − (𝑍𝑚 − 1)𝑚𝜓𝜓 − 1
4
(𝑍3 − 1)𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 . (10.258)

Counterterm feynman rules 这一部分，想要确定 Counter term 在动量空间 Feynman 图中产生的 Counterterm 节

点是什么。

1) 首先来看第一项

𝑖(𝑍2 − 1)𝜓/𝜕𝜓 ⇒ (𝑖)
ˆ
𝑑4𝑥 𝑖(𝑍2 − 1)𝑖 𝛿

𝛿𝜂
/𝜕 1
𝑖

𝛿

𝛿𝜂
. (10.259)

回顾传播子的定义，

𝑥𝑥′

=
ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥) 1

𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑥′) 𝑖𝜂(𝑥′) =

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥)〈𝜓(𝑥)𝜓(𝑥′)〉 𝑖𝜂(𝑥′). (10.260)

可以直接画出有 Counterterm 的一种 Feynman 图。

𝑥′′𝑥′

= (𝑖)
ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥′′) 1

𝑖
𝑆(𝑥′′ − 𝑥) 𝑖(𝑍2 − 1) /𝜕𝑥

1
𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑥′) 𝑖𝜂(𝑥′). (10.261)

含有 Counter term 的 Feynman 图大概可以画为

在坐标空间中，它产生的 Counterterm vertex 就是

𝑍2
=
ˆ
𝑑4𝑥 − (𝑍2 − 1)/𝜕𝑥 (10.262)

注意，上面的偏导数只会作用在接在这个节点上的右侧的传播子的坐标上。(并不是作用在两个传播子上) 接下

来考虑在动量空间中的 Feynman 规则，注意到传播子

𝑆(𝑥 − 𝑦)𝛼,𝛽 = 〈0|Ψ𝛼 (𝑥)Ψ𝛽 (𝑦) |0〉 =
1
𝑖

ˆ
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖 𝑝 · (𝑥−𝑦)

(/𝑝 + 𝑚)𝛼,𝛽
−𝑝2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

. (10.263)

对 x 的偏导数 /𝜕𝑥 会产生 −𝑖/𝑝 所以动量空间的 Counterterm 节点就是

𝑍2𝑝 𝑝
= 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 (10.264)

2) 第二个 Counterterm. 类似的，𝑍𝑚 产生的 Counterterm 在坐标空间的 Counterterm vertex 是

𝑍𝑚
=
ˆ
𝑑4𝑥 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1)𝑚 (10.265)

在动量空间的 Counterterm vertex 是
𝑍𝑚𝑝 𝑝

= −𝑖(𝑍𝑚 − 1)𝑚 (10.266)

3) 对于第三个，电磁场的部分的 Counterterm, 这一项对作用量的贡献是ˆ
𝑑4𝑥 (𝑍3 − 1) − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 . (10.267)
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注意到在求解路径积分量子化时，得到了一个公式ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 =
1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝐴𝜇

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 . (10.268)

所以，这个 Counterterm 对作用量的贡献是ˆ
𝑑4𝑥 (𝑍3 − 1) 1

2
𝐴𝜇

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 . (10.269)

在坐标空间中，Counterterm 节点是

𝑍3
=
ˆ
𝑑4𝑥 𝑖 (𝑍3 − 1) 1

2

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2
𝑥 − 𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜈

)
. (10.270)

在动量空间中，Counterterm 节点画为

𝑍3𝑝 𝑝
= − 𝑖 (𝑍3 − 1) 1

2

(
𝑔𝜇𝜈 𝑝

2 − 𝑝𝜇𝑝𝜈
)
. (10.271)

Loop Correction to photon propagator 现在考虑光子传播子的圈图修正。Real propagator 为
1
𝑖
𝚫𝜇𝜈 (𝑥1 − 𝑥2) = 〈0|𝑇𝐴𝜇 (𝑥1)𝐴𝜈 (𝑥2) |0〉 =

1
𝑖𝛿𝐽𝜇 (𝑥1)

1
𝑖𝛿𝐽𝜈 (𝑥2)

𝑖𝑊 [𝐽] |𝐽=0 (10.272)

Real Propagator 总可以表示成几何级数的形式

+ Π + Π Π + · · · (10.273)

中间的圈叫做”1 particle Irreducible diagram”。如图，Real Propagator在动量空间可以写为 (它并不是 LSZ Reduction
formula 得到的):

1
𝑖
Δ(𝑘2) + 1

𝑖
Δ(𝑘2)𝑖Π(𝑘2) 1

𝑖
Δ(𝑘2) + · · · . (10.274)

当然，上面式子中的传播子或者 1PI 图都是矩阵。

Projection op 定义一个投影算符

𝑃𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 − 𝑘
𝜇𝑘𝜈

𝑘2 . (10.275)

可以证明它确实是投影算符

𝑃
𝜇
𝛼𝑃

𝛼
𝜈 =

(
𝑔
𝜇
𝛼 −

𝑘𝜇𝑘𝛼
𝑘2

) (
𝑔𝛼𝜈 −

𝑘𝛼𝑘𝜈
𝑘2

)
(10.276)

= 𝑔𝜇𝜈 −
𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2 = 𝑃𝜇𝜈 . (10.277)

□
经过它投影的算符和四维动量正交

𝑘𝜇𝑃
𝜇
𝜈𝐴

𝜈 = 0. (10.278)

1-PI 图和四维动量正交

𝑘𝜇Π
𝜇𝜈 = 0. (10.279)

可以将 1-PI 图的指标部分写为投影算符,

Π𝜇𝜈 (𝑘2) = Π(𝑘2)𝑘2
(
𝑔𝜇𝜈 − 𝑘

𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
. (10.280)

Geometric series sum 考虑到光子传播子是

Δ𝜇𝜈 =
1

𝑘2 + 𝑖𝜖

(
𝑔𝜇𝜈 − (1 − 𝜉) 𝑘

𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
=

1
𝑘2 + 𝑖𝜖

(
𝑃𝜇𝜈 + 𝜉 𝑘

𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
. (10.281)
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真实传播子的几何级数求和可以写为

𝚫𝜇𝜈 =
1

𝑘2 + 𝑖𝜖

(
𝑃𝜇𝜈 + 𝜉

𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
+ 1
𝑘2 + 𝑖𝜖

(
𝑃𝜇𝛼 + 𝜉

𝑘𝜇𝑘𝛼

𝑘2

)
𝑖Π(𝑘2)𝑘2𝑃𝛼𝛽

1
𝑖

1
𝑘2 + 𝑖𝜖

(
𝑃𝛽𝜈 + 𝜉

𝑘𝛽𝑘𝜈

𝑘2

)
+ · · · , (10.282)

=
1

𝑘2 + 𝑖𝜖

(
𝑃𝜇𝜈 + 𝜉

𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
+ 𝑃𝜇𝜈

1
𝑘2 + 𝑖𝜖

Π(𝑘2)𝑘2 1
𝑘2 + 𝑖𝜖

+ · · · , (10.283)

= 𝑃𝜇𝜈
1

𝑘2 + 𝑖𝜖
1

1 − Π(𝑘2)𝑘2 1
𝑘2+𝑖 𝜖

+ 1
𝑘2 + 𝑖𝜖

𝜉
𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑘2 , (10.284)

= 𝑃𝜇𝜈
1(

1 − Π(𝑘2)
)
𝑘2 + 𝑖𝜖

+ 1
𝑘2 + 𝑖𝜖

𝜉
𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑘2 . (10.285)

1-PI diagram 直接画出 1- PI 的动量图

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) =

𝑘
𝑘 + 𝑙

𝑙

𝑘

+ 𝑘 𝑘 + higher order (10.286)

具体表达式写为 (-1 来自于费米子圈图)

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) = (−1)
ˆ

𝑑4𝑙

(2𝜋)4

(
1
𝑖

)2
𝑇𝑟

[
𝑆(𝑘 + 𝑙) (−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2𝛾𝜇)𝑆(𝑙)(−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝛾𝜈)

]
− 𝑖 (𝑍3 − 1)

(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4).

(10.287)

其中的 −1 来自于圈图。将电子传播子的具体形式带入

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) = (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)4
𝑇𝑟 [𝑆(𝑘 + 𝑙)𝛾𝜇𝑆(𝑙)𝛾𝜈] − 𝑖 (𝑍3 − 1)

(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4),

(10.288)

= (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)4
𝑇𝑟

[ /𝑘 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑘 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑙 + 𝑚

−𝑙2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖
𝛾𝜈

]
− 𝑖 (𝑍3 − 1)

(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4),

(10.289)

= (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)4
𝑇𝑟

[ (
/𝑘 + /𝑙 + 𝑚

)
𝛾𝜇

(/𝑙 + 𝑚)
𝛾𝜈

] 1
−(𝑘 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖

1
−𝑙2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖

(10.290)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4). (10.291)

Feynman Parametrization Feynman Formula:
1

𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛
=
ˆ
𝑑𝐹𝑛 (𝑥1𝐴1 + · · · 𝑥𝑛𝐴𝑛)−𝑛

ˆ
𝑑𝐹𝑛 =

ˆ 1

0
(𝑛 − 1)!𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛𝛿(𝑥1 + · · · 𝑥𝑛 − 1)

ˆ
𝑑𝐹𝑛 = 1

(10.292)

对 𝑛 = 2 时候，
1

𝐴1𝐴2
=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝛿(𝑥1 + 𝑥2 − 1) 1

(𝑥1𝐴1 + 𝑥2𝐴2)2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1

1
(𝑥1𝐴1 + (1 − 𝑥1)𝐴2)2

(10.293)
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在这个例子中 (𝑚2 − 𝑖𝜖 简写为 𝑚2)：
1

−(𝑘 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖
=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
𝑥
(
−(𝑙 + 𝑘)2 + 𝑚2) + (1 − 𝑥)(−𝑙2 + 𝑚2)

]2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
−(𝑙 + 𝑘𝑥)2 + 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2

]2 .

(10.294)

一般会做变量代换

𝑞 = 𝑙 + 𝑥𝑘 𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.295)

Trace technic for numerator 考虑到 Gamma matrix 的 Trace 性质{
𝑇𝑟 [odd number of𝛾] = 0, 𝑇𝑟

[
𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝛼𝛾𝜈

]
= 4

(
𝑔𝛽𝜈𝑔𝜇𝛼 − 𝑔𝛽𝛼𝑔𝜇𝜈 + 𝑔𝛽𝜇𝑔𝛼𝜈

)
, 𝑇𝑟 [𝛾𝜇𝛾𝜈] = 4𝑔𝜇𝜈 . (10.296)

对于其中的 Trace 项，

𝑇𝑟
[ (
/𝑘 + /𝑙 + 𝑚

)
𝛾𝜇

(/𝑙 + 𝑚)
𝛾𝜈

]
= 𝑇𝑟

[
(𝑘 + 𝑙)𝛽 𝑙𝛼𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝛼𝛾𝜈 + (𝑘 + 𝑙)𝛽𝑚𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝑚𝑙𝛼𝛾𝜇𝛾𝛼𝛾𝜈 + 𝑚2𝛾𝜇𝛾𝜈

]
,

(10.297)

= (𝑘 + 𝑙)𝛽 𝑙𝛼 𝑇𝑟
[
𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝛼𝛾𝜈

]
+ 𝑚2 𝑇𝑟 [𝛾𝜇𝛾𝜈] , (10.298)

= (𝑘 + 𝑙)𝛽 𝑙𝛼 4
(
𝑔𝛽𝜈𝑔𝜇𝛼 − 𝑔𝛽𝛼𝑔𝜇𝜈 + 𝑔𝛽𝜇𝑔𝛼𝜈

)
+ 4𝑚2𝑔𝜇𝜈 , (10.299)

= 4
{
(𝑘 + 𝑙)𝜇𝑙𝜈 + 𝑙𝜇 (𝑘 + 𝑙)𝜈 − (𝑘 + 𝑙) · 𝑙𝑔𝜇𝜈 + 𝑚2𝑔𝜇𝜈

}
. (10.300)

变量代换为 Feynman parametrization 后的变量 𝑙 = 𝑞 − 𝑥𝑘 , 并且舍去所有的对 𝑞 的一次项。

𝑇𝑟
[ (
/𝑘 + /𝑙 + 𝑚

)
𝛾𝜇

(/𝑙 + 𝑚)
𝛾𝜈

]
= 4

{
(𝑘 + 𝑙)𝜇𝑙𝜈 + 𝑙𝜇 (𝑘 + 𝑙)𝜈 − (𝑘 + 𝑙) · 𝑙𝑔𝜇𝜈 + 𝑚2𝑔𝜇𝜈

}
(10.301)

= 4
{
(𝑘 + 𝑞 − 𝑥𝑘)𝜇 (𝑞 − 𝑥𝑘)𝜈 + (𝑞 − 𝑥𝑘)𝜇 (𝑘 + 𝑞 − 𝑥𝑘)𝜈 − (𝑘 + 𝑞 − 𝑥𝑘) · (𝑞 − 𝑥𝑘)𝑔𝜇𝜈 + 𝑚2𝑔𝜇𝜈

}
(10.302)

= 4
{
2𝑞𝜇𝑞𝜈 − 2𝑥(1 − 𝑥)𝑘𝜇𝑘𝜈 +

(
𝑚2 + 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑞2

)
𝑔𝜇𝜈

}
. (10.303)

积分公式 {´
𝑑𝑑𝑞 𝑞𝜇𝑞𝜈 𝑓 (𝑞2) =

´
𝑑𝑑𝑞 1

𝑑 𝑔
𝜇𝜈𝑞2 𝑓 (𝑞2). (10.304)

𝑇𝑟
[ (
/𝑘 + /𝑙 + 𝑚

)
𝛾𝜇

(/𝑙 + 𝑚)
𝛾𝜈

]
⇒ 4

{
2
𝑑
𝑔𝜇𝜈𝑞2 − 2𝑥(1 − 𝑥)𝑘𝜇𝑘𝜈 +

(
𝑚2 + 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑞2

)
𝑔𝜇𝜈

}
(10.305)

Combine Results above 总的来说，1-PI 图是

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) = (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)4
ˆ 1

0
𝑑𝑥 (10.306)

1[
−𝑞2 + 𝐷

]2 4
{

2
𝑑
𝑔𝜇𝜈𝑞2 − 2𝑥(1 − 𝑥)𝑘𝜇𝑘𝜈 +

(
𝑚2 + 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑞2

)
𝑔𝜇𝜈

}
(10.307)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4), (10.308)

= (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)4
ˆ 1

0
𝑑𝑥 (10.309)

1[
−𝑞2 + 𝐷

]2 4
{
−2𝑥(1 − 𝑥)𝑘𝜇𝑘𝜈 +

((
2
𝑑
− 1

)
𝑞2 + 𝑚2 + 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2

)
𝑔𝜇𝜈

}
(10.310)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4), (10.311)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑥𝑘, 𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.312)
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Wick Rotation 如果考虑到虚数部分，

𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.313)

和之前一样，可以使用 Wick Rotation。ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞

𝑞0 = 𝑖𝑞𝑑 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 = 𝑖
ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞𝑑 𝑞2 = (𝑞0)2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞 (𝑑) |2
(10.314)

使用 Wick Rotation 之后，积分变为 Euclidian 空间中的积分:

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) = (−1) (𝑖)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
ˆ 1

0
𝑑𝑥 (10.315)

1[
𝑞2 + 𝐷

]2 4
{
−2𝑥(1 − 𝑥)𝑘𝜇𝑘𝜈 +

(
−

(
2
𝑑
− 1

)
𝑞2 + 𝑚2 + 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2

)
𝑔𝜇𝜈

}
(10.316)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4). (10.317)

Gauss Integral Gauss integral formula 是ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)𝑎
(𝑞2 + 𝐷)𝑏

=
Γ(𝑏 − 𝑎 − 1

2𝑑)Γ(𝑎 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(𝑏)Γ( 12𝑑)
𝐷−(𝑏−𝑎−𝑑/2) (10.318)

考虑

−
(
2
𝑑
− 1

) ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)

(𝑞2 + 𝐷)2
= −

(
2
𝑑
− 1

)
Γ(2 − 1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−1− 1

2 𝑑) , (10.319)

= −
(
2
𝑑
− 1

)
Γ(1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(1−

1
2 𝑑) , (10.320)

= −
(
2
𝑑
− 1

)
Γ(−1 + 𝜖

2 )Γ(3 −
𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷1− 𝜖

2 . (10.321)

以及 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

Γ(2 − 1
2𝑑)Γ(

1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−

1
2 𝑑) , (10.322)

= 𝐷−1 Γ( 𝜖2 )Γ(2 −
𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷1− 𝜖

2 . (10.323)

Gamma function approximation

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Γ(𝑛 + 1
2 ) = (2𝑛)!𝑛!2𝑛

√
𝜋

Γ(−𝑛 + 𝑥) = (−1)𝑛
𝑛!

[ 1
𝑥 − 𝛾 +

∑𝑛
𝑘=1 𝑘

−1 +𝑂 (𝑥)
]
𝑛 ≥ 0

Γ(𝑛 + 𝑥) = (𝑛 − 1)!
(
1 +

(∑𝑛−1
𝑘=1

1
𝑘 − 𝛾

)
𝑥 + O(𝑥)

)
𝑛 ≥ 1

𝛾 = 0.5772

(10.324)

考虑

−
(
2
𝑑
− 1

)
Γ(−1 + 𝜖

2
)Γ(3 − 𝜖

2
) = −

(
2

4 − 𝜖 − 1
)
−1
1

[
2
𝜖
− 𝛾 + 1 + O(𝜖)

]
(2!)

(
1 −

(
3
2
− 𝛾

)
𝜖

2
+ O(𝜖2)

)
(10.325)

= ( 2
4
+ 2

42 𝜖 − 1)
(
2
𝜖
− 𝛾 + 1 − 3

2
+ 𝛾 + O(𝜖)

)
2 (10.326)

= (−1 + 1
4
𝜖)

(
2
𝜖
− 1

2
+ O(𝜖)

)
(10.327)

=

(
−2
𝜖
+ 1

2
+ 1

2
+ O(𝜖)

)
, (10.328)
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10.7 Loop correction to photon propagator

= −
(
2
𝜖
− 1 + O(𝜖)

)
. (10.329)

以及

Γ( 𝜖
2
)Γ(2 − 𝜖

2
) =

(
2
𝜖
− 𝛾 + O(𝜖)

) (
1 − (1 − 𝛾) 𝜖

2
+ O(𝜖2)

)
, (10.330)

=

(
2
𝜖
− 1 + O(𝜖)

)
. (10.331)

也就是，

−
(
2
𝑑
− 1

)
Γ(−1 + 𝜖

2
)Γ(3 − 𝜖

2
) = −Γ( 𝜖

2
)Γ(2 − 𝜖

2
). (10.332)

于是，

−
(
2
𝑑
− 1

) ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)

(𝑞2 + 𝐷)2
= −𝐷

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
. (10.333)

所以，可以将计算 1-PI 图中的积分化简

−
(
2
𝑑
− 1

)
𝑞2 → −𝐷. (10.334)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑥𝑘, 𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.335)

最终，计算 1-PI 图的积分是

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) = (−1)(𝑖)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
ˆ 1

0
𝑑𝑥 (10.336)

1[
𝑞2 + 𝐷

]2 4
{
−2𝑥(1 − 𝑥)𝑘𝜇𝑘𝜈 +

(
−

(
2
𝑑
− 1

)
𝑞2 + 𝑚2 + 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2

)
𝑔𝜇𝜈

}
(10.337)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4), (10.338)

= (−1)(𝑖)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
𝑞2 + 𝐷

]2 4
{
+2𝑥(1 − 𝑥)

(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)}
(10.339)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4), (10.340)

= (−𝑖)
(
𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
𝑞2 + 𝐷

]2 4
{
+2𝑥(1 − 𝑥)

(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)}
(10.341)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4). (10.342)

继续考虑 Gauss 积分 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

Γ(2 − 1
2𝑑)Γ(

1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−

1
2 𝑑) , (10.343)

=
Γ( 𝜖2 )Γ(2 −

𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷−

𝜖
2 , (10.344)

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + O(𝜖)

)
1

(4𝜋)2− 𝜖
2
𝐷−

𝜖
2 . (10.345)

再利用近似关系 {
𝐴𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝐴 = 1 + 𝑥 ln(𝐴). (10.346)

直接带入 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

(
2
𝜖
− 𝛾 + O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
1 − 𝜖

2
ln( 𝐷

4𝜋
) + O(𝜖2)

)
, (10.347)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− 𝛾 − ln( 𝐷

4𝜋
) + O(𝜖)

)
, (10.348)
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=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋
𝑒𝛾) + O(𝜖)

)
. (10.349)

将耦合常数中的有量纲项乘在前面

𝜇̃𝜖
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋
𝑒𝛾) + O(𝜖)

) (
1 + 𝜖 ln ( 𝜇̃) + O(𝜖2)

)
, (10.350)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋
𝑒𝛾 𝜇̃−2) + O(𝜖)

)
. (10.351)

重新定义变量 {
𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2. (10.352)

最终得到光子传播子 1-PI term:

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) = − 𝑖(𝑍1𝑒)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥 8𝑥(1 − 𝑥) 1

(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

𝜇2 ) + O(𝜖)
) (
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
(10.353)

− 𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4), (10.354)

其中

𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.355)

Counclusion 注意到之前所定义的

Π𝜇𝜈 (𝑘2) = Π(𝑘2)𝑘2
(
𝑔𝜇𝜈 − 𝑘

𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
. (10.356)

对比得到

Π(𝑘2) = −𝑖(𝑍1𝑒)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1
𝜋2 𝑥(1 − 𝑥)

(
1
𝜖
− 1

2
ln( 𝐷

𝜇2 ) + O(𝜖)
)
− 𝑖(𝑍3 − 1) + O(𝑒4), (10.357)

𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.358)

10.8 Loop correction to fermion propagator
类似于之前各种 Real propagator 的分析。fermion real propagator 可以写为

1
𝑖
𝑺(/𝑝) =

1
𝑖
𝑆(/𝑝) +

1
𝑖
𝑆(/𝑝)𝑖Σ(/𝑝)

1
𝑖
𝑆(/𝑝) + · · · . (10.359)

稍微解释一下其中的变量定义。首先，传播子的自变量是 𝑝 对应的 Lorentz 不变量，有两个 Lorentz 不变量，他

们是 𝑝2 以及 /𝑝, 注意到 𝑝2 = /𝑝/𝑝, 所以就把自变量写为了 /𝑝。对于自由场的传播子，一般也进行一些改写

𝑆(/𝑝) =
/𝑝 + 𝑚

−𝑝2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
(10.360)

=
/𝑝 + 𝑚

−/𝑝/𝑝 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
=

/𝑝 + 𝑚
−(/𝑝 + 𝑚) (/𝑝 − 𝑚) − 𝑖𝜖

, (10.361)

=
1

−/𝑝 + 𝑚 − 𝑖𝜖
. (10.362)

真实传播子的几何级数求和结果为

𝑺(/𝑝) =
1

−/𝑝 + 𝑚 − 𝑖𝜖
1

1 − Σ(/𝑝) 1
− /𝑝+𝑚−𝑖 𝜖

, (10.363)

=
1

−/𝑝 + 𝑚 − Σ(/𝑝) − 𝑖𝜖
. (10.364)
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10.8 Loop correction to fermion propagator

1-PI Diagram Fermion 的 1-PI 图画为

𝑖Σ(/𝑝) =

𝑝
𝑝 + 𝑙
𝑙 𝑝

+ 𝑘 𝑘 + higher order. (10.365)

具体的表达式写为

𝑖Σ(/𝑝) =
(
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝛾𝜈

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇Δ𝜇𝜈 (𝑙) + 𝑐𝑡, (10.366)

=
(
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝛾𝜈

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
𝑔𝜇𝜈

𝑙2 − 𝑚2
𝛾 − 𝑖𝜖

(10.367)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.368)

其中，直接将光子传播子取为了 Feynman Gauge, 并且假定了光子有质量 𝑚𝛾。

Feynman Parametrization Feynman Formula:
1

𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛
=
ˆ
𝑑𝐹𝑛 (𝑥1𝐴1 + · · · 𝑥𝑛𝐴𝑛)−𝑛

ˆ
𝑑𝐹𝑛 =

ˆ 1

0
(𝑛 − 1)!𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛𝛿(𝑥1 + · · · 𝑥𝑛 − 1)

ˆ
𝑑𝐹𝑛 = 1

(10.369)

对 𝑛 = 2 时候，
1

𝐴1𝐴2
=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝛿(𝑥1 + 𝑥2 − 1) 1

(𝑥1𝐴1 + 𝑥2𝐴2)2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1

1
(𝑥1𝐴1 + (1 − 𝑥1)𝐴2)2

(10.370)

在这个例子中 (𝑚2 − 𝑖𝜖 简写为 𝑚2)
1

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2
𝛾 + 𝑖𝜖

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
𝑥
(
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2) + (1 − 𝑥)(−𝑙2 + 𝑚2

𝛾)
]2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1(
−(𝑙 + 𝑝𝑥)2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2

𝛾

)2 .

(10.371)

numerator simplification Consider the term (Using the formula 𝛾𝜇 /𝑝𝛾𝜇 = −(𝑑 − 2) /𝑝 and 𝛾𝜇𝛾𝜇 = 𝑑)

𝛾𝜈
(
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

)
𝛾𝜇 = −(𝑑 − 2)

(
/𝑝 + /𝑙

)
+ 𝑑𝑚. (10.372)

Combine results 将计算的结果整理一下，1-PI 图表示的积分表达为 (忽略了线性项的积分)

𝑖Σ(/𝑝) =
(
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝛾𝜈

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
𝑔𝜇𝜈

𝑙2 − 𝑚2
𝛾 − 𝑖𝜖

(10.373)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.374)

= −
(
𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
−(𝑑 − 2)(/𝑝 + /𝑙 ) + 𝑑𝑚[

−𝑞2 + 𝐷
]2 (10.375)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.376)

= −
(
𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
−(𝑑 − 2)(/𝑝 − 𝑥/𝑝) + 𝑑𝑚[

−𝑞2 + 𝐷
]2 (10.377)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.378)

(10.379)
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其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑝𝑥, 𝐷 = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2
𝛾 . (10.380)

Wick rotation Gauss Wick rotation 效果是ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞

𝑞0 = 𝑖𝑞𝑑 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 = 𝑖
ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞𝑑 𝑞2 = (𝑞0)2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞 (𝑑) |2
(10.381)

使用 Wick Rotation 之后，积分变为 Euclidian 空间中的积分:

𝑖Σ(/𝑝) = −𝑖
(
𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
−(𝑑 − 2)(/𝑝 − 𝑥/𝑝) + 𝑑𝑚[

𝑞2 + 𝐷
]2 (10.382)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.383)

(10.384)

Gauss 积分公式ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

Γ(2 − 1
2𝑑)Γ(

1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−

1
2 𝑑) , (10.385)

=
Γ( 𝜖2 )Γ(2 −

𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷−

𝜖
2 =

(
2
𝜖
− 𝛾 + O(𝜖)

)
1

(4𝜋)2− 𝜖
2
𝐷−

𝜖
2 , (10.386)

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
1 − 𝜖

2
ln( 𝐷

4𝜋
) + O(𝜖2)

)
=

1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− 𝛾 − ln( 𝐷

4𝜋
) + O(𝜖)

)
, (10.387)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋
𝑒𝛾) + O(𝜖)

)
. (10.388)

于是

𝜇̃𝜖
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋
𝑒𝛾) + O(𝜖)

) (
1 + 𝜖 ln( 𝜇̃) + O(𝜖2)

)
, (10.389)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋𝜇̃2 𝑒
𝛾) + O(𝜖)

)
(10.390)

总的来说，

𝑖Σ(/𝑝) = −𝑖
(
𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
−(𝑑 − 2)(/𝑝 − 𝑥/𝑝) + 𝑑𝑚[

−𝑞2 + 𝐷
]2 (10.391)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.392)

= −𝑖 (𝑍1𝑒)2
1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥

(
−(𝑑 − 2) (/𝑝 − 𝑥/𝑝) + 𝑑𝑚

) (
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋𝜇̃2 𝑒
𝛾) + O(𝜖)

)
(10.393)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.394)

= −𝑖 (𝑍1𝑒)2
1

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥

(
−(2 − 𝜖) (1 − 𝑥) /𝑝 + 𝑑𝑚

) (
1
𝜖
− 1

2
ln( 𝐷

𝜇2 ) + O(𝜖)
)

(10.395)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.396)

其中

𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2, 𝐷 = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2
𝛾 . (10.397)

所以

𝑖Σ(/𝑝) = −𝑖
(𝑍1𝑒)2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥

(
−(2 − 𝜖)(1 − 𝑥) /𝑝 + (4 − 𝜖)𝑚

) (
1
𝜖
− 1

2
ln( 𝐷

𝜇2 ) + O(𝜖)
)
+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1). (10.398)
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10.9 Loop correction to vertex

10.9 Loop correction to vertex
考虑圈图对顶点的修正，修正后的顶点写为

𝑖𝑉 (𝑝′, 𝑝) =
𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

+

𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

𝑙

𝑝 + 𝑙 𝑙 + 𝑝′

+𝑂 (𝑒5) (10.399)

相应的顶点写为

𝑖𝑉 (𝑝, 𝑝′) = −𝑖𝑍1𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝛾𝜇 + 𝑖𝑉 𝜇1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) + · · · (10.400)

其中

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) = (−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
[𝛾𝜌𝑆(𝑙 + 𝑝′)𝛾𝜇𝑆(𝑝 + 𝑙)𝛾𝜈] Δ𝜈𝜌 (𝑙) (10.401)

经过计算，(我没算，need details-还是算一下吧，不然感觉不靠谱)。将传播子的具体形式写出

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[
𝛾𝜌

/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
𝛾𝜈

]
(10.402)

1
−𝑙2 + 𝑚2

𝛾 − 𝑖𝜖
(
−𝑔𝜈𝜌

)
. (10.403)

Feynman Parametrization 传播子的 Denominator, 用 Feynman 参数法的办法将她们结合在一起。
1

−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2
𝛾 − 𝑖𝜖

=
ˆ
𝑑𝐹3

[
−𝑥1 (𝑙 + 𝑝′)2 − 𝑥2 (𝑝 + 𝑙)2 − 𝑥3𝑙

2 + (𝑥1 + 𝑥2) 𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 − 𝑖𝜖

]−3
,

(10.404)ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1). (10.405)

化简括号中的一长串

− 𝑥1 (𝑙 + 𝑝′)2 − 𝑥2 (𝑝 + 𝑙)2 − 𝑥3𝑙
2 + (𝑥1 + 𝑥2) 𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖

= −𝑙2 − 2𝑙 · (𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝) − 𝑥1𝑝

′2 − 𝑥2𝑝
2 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 ,

= −(𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝)2 + (𝑥1𝑝

′ + 𝑥2𝑝)2 − 𝑥1𝑝
′2 − 𝑥2𝑝

2 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 − 𝑖𝜖 ,

= −(𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝)2 + 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝

′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 − 𝑖𝜖 .

可以简单记为 ˆ
𝑑𝐹3

(
−𝑞2 + 𝐷

)−3
, (10.406)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝, (10.407)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 . (10.408)

Numerator evaluation 现在分析 numerator 的行为，把光子传播子中的度归也考虑进去

𝛾𝜈
(/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚)

𝛾𝜇
(
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

)
𝛾𝜈 (10.409)

将变量 l 做替换 {
𝑙 = 𝑞 − 𝑥1𝑝

′ − 𝑥2𝑝. (10.410)

得到

𝛾𝜈
(/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚)

𝛾𝜇
(
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

)
𝛾𝜈 (10.411)
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= 𝛾𝜈
(
/𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
/𝑝 + /𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
𝛾𝜈 , (10.412)

= 𝛾𝜈/𝑞𝛾𝜇/𝑞𝛾𝜈 + 𝑁𝜇 + Linear term in q. (10.413)

第二个等式相当于是将 𝑞 的二次项和一次项拆分了出来，留下来了一个和 q 无关的量，叫做 𝑁𝜇. 具体来说这一

项是

𝑁𝜇 = 𝛾𝜈
(
−𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
/𝑝 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
𝛾𝜈 , (10.414)

= 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 . (10.415)

Superficial degree of divergent 对于分子中的那几部分，发散来自于

𝛾𝜈/𝑞𝛾𝜇/𝑞𝛾𝜈 = 𝛾𝜈𝑞𝛼𝛾𝛼𝛾𝜇𝑞𝛽𝛾𝛽𝛾𝜈 . (10.416)

利用公式 
´
𝑑𝑑𝑞𝑞𝜇𝑞𝜈 𝑓 (𝑞2) = 1

𝑑 𝑔
𝜇𝜈
´
𝑑𝑑𝑞𝑞2 𝑓 (𝑞2),

𝛾𝜌𝛾
𝜇𝛾𝜌 = −(𝑑 − 2)𝛾𝜇 . 这两个都不是很显然

(10.417)

化简

𝛾𝜈𝑞𝛼𝑞𝛽𝛾
𝛼𝛾𝜇𝛾𝛽𝛾𝜈 =

𝑞2

𝑑
𝛾𝜈𝑔𝛼𝛽𝛾

𝛼𝛾𝜇𝛾𝛽𝛾𝜈 , (10.418)

= −𝑞
2

𝑑
𝛾𝜈 (𝑑 − 2)𝛾𝜇𝛾𝜈 = 𝑞2

𝑑
(𝑑 − 2)2𝛾𝜇 . (10.419)

注意光子传播子那里有一个负号。

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[
𝛾𝜌

/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
𝛾𝜈

]
(10.420)

1
−𝑙2 + 𝑚2

𝛾 − 𝑖𝜖
(
−𝑔𝜈𝜌

)
, (10.421)

= − (−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1(

−𝑞2 + 𝐷
)3

(
𝑞2

𝑑
(𝑑 − 2)2𝛾𝜇 + 𝑁𝜇

)
. (10.422)

Wick rotation wick rotation:ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞

𝑞0 = 𝑖𝑞𝑑 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 = 𝑖
ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞𝑑 𝑞2 = (𝑞0)2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞 (𝑑) |2
(10.423)

经历过 wick rotation 后的 loop correction 积分是

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) = − 𝑖(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1(

𝑞2 + 𝐷
)3

(
−𝑞

2

𝑑
(𝑑 − 2)2𝛾𝜇 + 𝑁𝜇

)
. (10.424)

Gauss Gauss 积分公式是ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)𝑎
(𝑞2 + 𝐷)𝑏

=
Γ(𝑏 − 𝑎 − 1

2𝑑)Γ(𝑎 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(𝑏)Γ( 12𝑑)
𝐷−(𝑏−𝑎−𝑑/2) . (10.425)

需要考虑的是 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−1−𝑑/2) , (10.426)

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)0
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1

2𝑑)Γ(
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−𝑑/2) . (10.427)
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稍微化简一下，利用 Gamma Function 的性质

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Γ(𝑛 + 1
2 ) = (2𝑛)!𝑛!2𝑛

√
𝜋

Γ(−𝑛 + 𝑥) = (−1)𝑛
𝑛!

[ 1
𝑥 − 𝛾 +

∑𝑛
𝑘=1 𝑘

−1 +𝑂 (𝑥)
]
𝑛 ≥ 0

Γ(𝑛 + 𝑥) = (𝑛 − 1)!
(
1 +

(∑𝑛−1
𝑘=1

1
𝑘 − 𝛾

)
𝑥 + O(𝑥)

)
𝑛 ≥ 1

𝛾 = 0.5772

(10.428)

其实第二个式子根本就不会发散，所以展开第一个式子到线性阶得到ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−1−𝑑/2) , (10.429)

=
Γ( 𝜖2 )Γ(3 −

𝜖
2 )

(4𝜋)2− 𝜖
2 2 Γ(2 − 𝜖

2 )
𝐷−

𝜖
2 =

(
2
𝜖 − 𝛾 + O(𝜖)

)
2

(
1 +

(
3
2 − 𝛾

)
𝜖
2 + O(𝜖2)

)
(4𝜋)2− 𝜖

2 2
(
1 + (1 − 𝛾) 𝜖2 + O(𝜖2)

) 𝐷−
𝜖
2 , (10.430)

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + 1

2
+ O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2

. (10.431)

考虑到指数函数的展开

(𝜇) 𝜖
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + 1

2
+ O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
1 − 𝜖

2
ln

(
𝐷

4𝜋

)
+ 𝜖 ln ( 𝜇̃) + O(𝜖2)

)
, (10.432)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
(10.433)

Combine results 整理结果，

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) = − 𝑖(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1(

𝑞2 + 𝐷
)3

(
−𝑞

2

𝑑
(𝑑 − 2)2𝛾𝜇 + 𝑁𝜇

)
, (10.434)

= − 𝑖(−𝑖𝑒)3 𝜇̃𝜖 /2
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝐹3 (10.435)(

− 1
𝑑
(𝑑 − 2)2𝛾𝜇 1

(4𝜋)2

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 1

2
𝑁𝜇

1
(4𝜋)2

𝐷−1
)
, (10.436)

再把前面的维度展开到一阶，然后化简

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =𝑖(𝑒)3 𝜇̃𝜖 /2
ˆ
𝑑𝐹3 (10.437)

1
(4𝜋)2

(
−1

4
(4 − 3𝜖)𝛾𝜇

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 1

2
𝑁𝜇𝐷−1

)
, (10.438)

=𝑖(𝑒)3 𝜇̃𝜖 /2
ˆ
𝑑𝐹3 (10.439)

1
(4𝜋)2

(
−𝛾𝜇

(
2
𝜖
− 1 − ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 1

2
𝑁𝜇𝐷−1

)
, (10.440)

= − 𝑖(𝑒)
3 𝜇̃𝜖 /2

8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
1
𝜖
− 1

2
− 1

2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

))
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3𝑁

𝜇𝐷−1 + O(𝜖)
}
. (10.441)

其中

𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾𝜇2,

ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1), (10.442)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 , (10.443)

𝑁𝜇 = 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 . (10.444)
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10.10 Form Factor
认为如果有一个顶点，描述了光子和电子的相互作用，具体写为

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) =
𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

. (10.445)

由于顶点的协变性，它可以被展开为

𝑉 𝜇 = 𝛾𝜇𝐴 + (𝑝′ + 𝑝)𝜇𝐵 + (𝑝′ − 𝑝)𝜇𝐶. (10.446)

Ward 恒等式要求, 当这个顶点用描述电子，光子碰撞为电子的过程时，如果散射振幅写为 𝜖 𝜇𝐴𝜇, 的形式时，满

足 𝐴𝜇𝑞
𝜇 = 0, 其中 𝑞 = 𝑝′ − 𝑝, 是光子的入射四动量。

𝑞𝜇𝑢̄(𝑝′)𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝)𝑢(𝑝) = 0 (𝑝′ − 𝑝)𝜇𝑢̄(𝑝′)𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝)𝑢(𝑝) = 0. (10.447)

带入顶点的一般展开公式得到

𝑢̄(𝑝′)
(
(/𝑝′ − /𝑝)𝐴 +

(
(𝑝′)2 − (𝑝)2

)
𝐵 + (𝑝′ − 𝑝) (𝑝′ − 𝑝) 𝐶

)
𝑢̄(𝑝) = 0. (10.448)

由 Dirac 方程，Dirac Spinor 满足 {
/𝑝𝑢(𝑝) = 𝑚𝑢(𝑝), 𝑢̄(𝑝) /𝑝 = 𝑚𝑢̄(𝑝). (10.449)

所以上面第一项自动为 0，考虑到能动量关系 (𝑝′)2 = (𝑝)2 = 𝑚2。第二项也自动为 0，所以 Ward Identity 要求

𝐶 = 0. (10.450)

总的来说，顶点一般可以被展开为

𝑉 𝜇 = 𝛾𝜇𝐴 + (𝑝 + 𝑝′)𝜇𝐵, (10.451)

的形式。更进一步，由于 Gordon 恒等式，
𝑢̄(𝑝′)(𝑝′ + 𝑝)𝜇𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝′) (2𝑚𝛾𝜇 − 2𝑖Σ𝜇𝜈𝑞𝜈) 𝑢(𝑝).

𝜎𝜇𝜈 = 𝑖
2 [𝛾𝜇, 𝛾𝜈] = 2Σ𝜇𝜈 .

(10.452)

所以可以将 𝑝′ + 𝑝 的项写为 𝛾 和 𝜎 项的组合。当顶点用来描述电子-光子-电子三个粒子散射过程的时候，顶点

可以展开为 (𝑒 < 0)

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒
(
𝛾𝜇𝐹1 (𝑞2) + 𝑖 𝜎

𝜇𝜈

2𝑚
𝑞𝜈𝐹2 (𝑞2)

)
. (10.453)

其中的 𝐹1, 𝐹2 是 Form factor.

Form Factor – 通过计算散射过程，可以发现 Form Factor 的物理意义是 (详细在 ipad 上，need
details)

𝑒𝐹1 (0) = 𝑒𝑝ℎ . 𝜇 =
𝑒

2𝑚
(2𝐹1 (0) + 2𝐹2 (0)) . (10.454)

QED vertex with counter term 结合 Counter term 以及上一部分计算的 loop correction to vertex, 得到圈图修正的

vertex 是

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑍1𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝛾𝜇 − 𝑖(𝑒)

3 𝜇̃𝜖 /2

8𝜋2

{
𝛾𝜇

[
1
𝜖
− 1

2
− 1

2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)]
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3

𝑁𝜇

𝐷
+ O(𝜖)

}
(10.455)

其中

𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾𝜇2,

ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1), (10.456)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 , (10.457)

𝑁𝜇 = 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 . (10.458)
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化简为

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = − 𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2𝛾𝜇 (10.459)

− 𝑖(𝑒)
3 𝜇̃𝜖 /2

8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
1
𝜖
− 1

2
+ 8𝜋2

𝑒2 𝜇̃𝜖 /2
(𝑍1 − 1) − 1

2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

𝜇2

))
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3

𝑁𝜇

𝐷

}
. (10.460)

定义 Counterterm 为

1
𝜖
− 1

2
+ 8𝜋2

𝑒2 𝜇̃𝜖 /2
(𝑍1 − 1) − 1

2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
1
𝜇2

)
= −𝑘1 +

1
2

ˆ
𝑑𝐹3 ln (𝐷0) . (10.461)

其中

𝐷0 ≡ 𝐷 (𝑝2 = 𝑝′2 = 𝑚2, 𝑝 = 𝑝′) = 𝑥2
1𝑚

2 + 𝑥2
2𝑚

2 + 2𝑥1𝑥2𝑚
2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 , (10.462)

= (1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 . (10.463)

于是，考虑了 Counterterm 的 Vertex 是

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2𝛾𝜇 (10.464)

+ 𝑖(𝑒)
3 𝜇̃𝜖 /2

8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
𝑘1 +

1
2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

𝐷0

))
+ 1

4

ˆ
𝑑𝐹3

𝑁𝜇

𝐷

}
. (10.465)

因为考虑了 Counterterm , 所以这个时候可以合理的当 dimensional regularization 取为 𝜖 = 0, 并且考虑到
´
𝑑𝐹3 = 1,

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒𝛾𝜇 + 𝑖(𝑒)
3

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

{
𝛾𝜇

[
2𝑘1 + ln

(
𝐷

𝐷0

)]
+ 1

2
𝑁𝜇

𝐷

}
. (10.466)

Fix 𝑒 = 𝑒𝑝ℎ 散射过程的散射截面可以表示为 𝑖M ∼ 𝑖M𝜇𝜖∗𝜇

𝑖M𝜇 = 𝑖𝑢̄(𝑝′)𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝)𝑢(𝑝) = −𝑖𝑒𝑢̄(𝑝′)
(
𝛾𝜇𝐹1 (𝑞2) + 𝑖 𝜎

𝜇𝜈

2𝑚
𝑞𝜈𝐹2 (𝑞2)

)
𝑢(𝑝) (10.467)

注意到取条件为 𝑝 = 𝑝′, 𝑝2 = 𝑚2, 𝑞 = 0, 此时

𝑢̄(𝑝′)𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝)𝑢(𝑝) = −𝑖𝑒𝑢̄(𝑝′)𝛾𝜇𝐹1 (0)𝑢(𝑝) = −𝑖𝑒𝑝ℎ𝑢̄(𝑝′)𝛾𝜇𝑢(𝑝) (10.468)

通过这个式子的最左，最右两项，可以定出需要确定的 Counterterm 系数 𝑘1。在实际计算中，反复利用 Gamma
Matrix {𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 2𝑔𝜇𝜈 , 以及 𝛾𝜇 /𝑝 = −/𝑝𝛾𝜇 + 2𝑝𝜇, /𝑝𝛾𝜇 = −𝛾𝜇 /𝑝 + 2𝑝𝜇, /𝑝/𝑝′ = −/𝑝′/𝑝 + 2𝑝 · 𝑝′, 这些性质，将 /𝑝 移动到

等式的最左右端，并且使用 Dirac spinor 满足的性质 /𝑝𝑢 = 𝑚𝑢 𝑢̄/𝑝 = 𝑢̄𝑚 可以得到

𝑁̃
𝜇
0 ≡ 𝑁̃

𝜇 (𝑝 = 𝑝′, 𝑝2 = 𝑚2) = 2𝑚2
(
−𝑥2

3 − 1 + 4𝑥3

)
𝛾𝜇 (10.469)

并且利用以前的定义。

𝐷 (𝑝 = 𝑝′, 𝑝2 = 𝑚2) = 𝐷0 = (1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 . (10.470)

也就是说，用来将 Lagrangian 中的电荷与物理实际电荷联系起来的式子是

𝑢̄(𝑝)
(
−𝑖𝑒𝛾𝜇 + 𝑖(𝑒)

3

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

{
𝛾𝜇

[
2𝑘1 + ln

(
𝐷

𝐷0

)]
+ 1

2
𝑁𝜇

𝐷

})
𝑢(𝑝) (10.471)

= 𝑢̄(𝑝)
(
−𝑖𝑒𝛾𝜇 + 𝑖(𝑒)

3

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3𝛾

𝜇

{
2𝑘1 +

1
2

2𝑚2 (
−𝑥2

3 − 1 + 4𝑥3
)

(1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾

})
𝑢(𝑝) = −𝑖𝑒𝑝ℎ𝑢̄(𝑝)𝛾𝜇 (𝑝). (10.472)

利用性质
´
𝑑𝐹3 = 1, 得到 Counterterm 的取法

𝑘1 = −1
4

ˆ
𝑑𝐹3

2𝑚2 (
−𝑥2

3 − 1 + 4𝑥3
)

(1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾

. (10.473)

考虑到 𝑑𝐹3 = 2!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝛿 (1 − 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3)最终的积分结果是 (不会算这个积分....)

𝑘1 = −2 ln
(
𝑚

𝑚𝛾

)
+ 5

2
. (10.474)
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anormaly Magnetic moment 为了计算反常磁矩，首先对 𝑁̃𝜇 进行化简, 化简思路和刚才一样，就是将 /𝑝′ /𝑝 动量

分别移动到最左边和最右边, 之后利用 Dirac Spinor 性质 /𝑝𝑢 = 𝑚𝑢, 𝑢̄/𝑝 = 𝑢̄𝑚, 将他们替换为质量。这里先采用了

下面的公式进行了初步的化简，再进行上面的操作。注意，最后一项是 𝑎2 在前。

𝑁𝜇 = 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 (10.475)

= 𝛾𝜈
(
/𝑎1 + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
/𝑎2 + 𝑚

)
𝛾𝜈 (10.476)

= −2/𝑎2𝛾
𝜇/𝑎1 + 4𝑚 (𝑎1 + 𝑎2)𝜇 − 2𝑚2𝛾𝜇 . (10.477)

带入定义的

𝑎1 = −𝑥2𝑝 + (1 − 𝑥1)𝑝′ 𝑎2 = −𝑥1𝑝
′ + (1 − 𝑥2)𝑝, (10.478)

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
4 (1 − 𝑥2) (1 − 𝑥1) (𝑝 · 𝑝′) + 2 (𝑥1 (𝑥1 − 2) + 𝑥2 (𝑥2 − 2)) 𝑚2} (10.479)

+ 𝑝𝜇4𝑚
{
−(𝑥2)2 + 𝑥1 − 𝑥1𝑥2

}
+ (𝑝′)𝜇 4𝑚

{
− (𝑥1)2 + 𝑥2 − 𝑥1𝑥2

}
. (10.480)

利用 𝑝 · 𝑝′ = 𝑚2 − 1
2𝑞

2, 并且将动量写为 (𝑝 + 𝑝′)以及 (𝑝 − 𝑝′)的函数, 最终化简为

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
− (𝑥3 + 𝑥1𝑥2) 𝑞2 +

(
2 (𝑥3)2 + 4𝑥3 − 2

)
𝑚2

}
(10.481)

+ 2𝑚 (𝑝 + 𝑝′)𝜇
{
− (𝑥3)2 + 𝑥3

}
+ 2𝑚 (𝑝 − 𝑝′)𝜇

{
𝑥2

1 + 𝑥1 − (𝑥2)2 − 𝑥2
}
. (10.482)

由于最后一项在积分
´
𝑑𝐹3 中消失，所以

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
− (𝑥3 + 𝑥1𝑥2) 𝑞2 +

(
2 (𝑥3)2 + 4𝑥3 − 2

)
𝑚2

}
(10.483)

+ 2𝑚 (𝑝 + 𝑝′)𝜇
{
− (𝑥3)2 + 𝑥3

}
+ 2𝑚 (𝑝 − 𝑝′)𝜇

{
𝑥2

1 + 𝑥1 − (𝑥2)2 − 𝑥2
}
. (10.484)

之后利用 Gordon Identity{
𝑢̄(𝑝′) (𝑝′ + 𝑝)𝜇𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝′) (2𝑚𝛾𝜇 − 2𝑖Σ𝜇𝜈𝑞𝜈) 𝑢(𝑝). (10.485)

进一步化简为

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
− (𝑥3 + 𝑥1𝑥2) 𝑞2 +

(
2 (𝑥3)2 + 4𝑥3 − 2

)
𝑚2

}
+ 4𝑚2𝛾𝜇

{
− (𝑥3)2 + 𝑥3

}
(10.486)

− 4𝑖𝑚Σ𝜇𝜈𝑞𝜈
{
− (𝑥3)2 + 𝑥3

}
+ 2𝑚 (𝑝 − 𝑝′)𝜇

{
𝑥2

1 + 𝑥1 − (𝑥2)2 − 𝑥2
}
, (10.487)

=𝛾𝜇
{
− (𝑥3 + 𝑥1𝑥2) 𝑞2 +

(
−2 (𝑥3)2 + 8𝑥3 − 2

)
𝑚2

}
(10.488)

− 4𝑖𝑚Σ𝜇𝜈𝑞𝜈
{
− (𝑥3)2 + 𝑥3

}
+ 2𝑚 (𝑝 − 𝑝′)𝜇

{
𝑥2

1 + 𝑥1 − (𝑥2)2 − 𝑥2
}
. (10.489)

回顾顶点表达式为 {
𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒𝛾𝜇 + 𝑖 (𝑒)

3

16𝜋2

´
𝑑𝐹3

{
𝛾𝜇

[
2𝑘1 + ln

(
𝐷
𝐷0

)]
+ 1

2
𝑁 𝜇

𝐷

}
. (10.490)

对比 {
𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒

(
𝛾𝜇𝐹1 (𝑞2) + 𝑖 𝜎𝜇𝜈

2𝑚 𝑞𝜈𝐹2 (𝑞2)
)

(10.491)

得到

𝐹1 (𝑞2) = 1 − 𝑒2

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

2𝑘1 + ln
(
𝐷

𝐷0

)
+ 1

2

− (𝑥3 + 𝑥1𝑥2) 𝑞2 +
(
−2 (𝑥3)2 + 8𝑥3 − 2

)
𝑚2

𝐷

 . (10.492)

以及

𝑖
Σ𝜇𝜈

𝑚
𝑞𝜈𝐹2 (𝑞2) = − 𝑒2

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

{
1
2
−4𝑖𝑚Σ𝜇𝜈𝑞𝜈

{
− (𝑥3)2 + 𝑥3

}
𝐷

}
. (10.493)

对比发现

𝐹2 (𝑞2) = 𝑒2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

𝑚2 {
− (𝑥3)2 + 𝑥3

}
𝐷

. (10.494)
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其中

𝐷0 = (1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 , (10.495)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 (10.496)

= 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑚2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑚2 + 𝑥1𝑥2

(
2𝑚2 − 𝑞2

)
+ (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 (10.497)

= (𝑥1 + 𝑥2)2𝑚2 − 𝑥1𝑥2𝑞
2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 . (10.498)

𝑘1 = −1
4

ˆ
𝑑𝐹3

2𝑚2 (
−𝑥2

3 − 1 + 4𝑥3
)

(1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾

. (10.499)

通过计算

𝐹2 (0) =
𝑒2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

𝑚2 {
𝑥3 − (𝑥3)2

}
(𝑥1 + 𝑥2)2𝑚2 − 𝑥1𝑥2𝑞2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾

|𝑞2=0 (10.500)

=
𝑒2

8𝜋2

ˆ
2𝑑𝑥3

ˆ 1−𝑥3

0
𝑑𝑥2

𝑚2 {
𝑥3 − (𝑥3)2

}
(1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾

(10.501)

=
𝑒2

4𝜋2

ˆ
𝑑𝑥3 (1 − 𝑥3)2 𝑥3

𝑚2

(1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾

=
𝑒2

8𝜋2 =
𝛼

2
, when 𝑚𝛾 → 0 (10.502)

于是，磁矩是

𝜇 =
𝑒

2𝑚
(2 + 𝛼) . (10.503)

第二部分是反常磁矩。

10.11 Yukawa for magnetic moment anormaly
考虑 Yukawa Interaction 对磁矩的影响。考虑圈图对顶点的修正，修正后的顶点写为

𝑖𝑉 (𝑝′, 𝑝) =
𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

+

𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

𝑙

𝑝 + 𝑙 𝑙 + 𝑝′

+𝑂 (𝑒5) (10.504)

相应的顶点写为

𝑖𝑉 (𝑝, 𝑝′) = −𝑖𝑍1𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝛾𝜇 + 𝑖𝑉 𝜇1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) + · · · (10.505)

其中

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) = (−𝑖𝑒)2 (−𝑖𝑔) ( 𝜇̃) 3𝜖
2

(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
[𝑆(𝑙 + 𝑝′)𝛾𝜇𝑆(𝑝 + 𝑙)] Δ(𝑙) (10.506)

经过计算，(我没算，need details-还是算一下吧，不然感觉不靠谱)。将传播子的具体形式写出

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =(−𝑖𝑒)2 (−𝑖𝑔)
(
1
𝑖

)3
( 𝜇̃) 3𝜖

2

ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[ /𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

]
(10.507)

1
−𝑙2 + 𝑚′2 − 𝑖𝜖

. (10.508)

Feynman Parametrization 传播子的 Denominator, 用 Feynman 参数法的办法将她们结合在一起。
1

−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
=
ˆ
𝑑𝐹3

[
−𝑥1 (𝑙 + 𝑝′)2 − 𝑥2 (𝑝 + 𝑙)2 − 𝑥3𝑙

2 + (𝑥1 + 𝑥2) 𝑚2 + 𝑥3𝑚
2 − 𝑖𝜖

]−3
,

(10.509)ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1). (10.510)
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化简括号中的一长串

− 𝑥1 (𝑙 + 𝑝′)2 − 𝑥2 (𝑝 + 𝑙)2 − 𝑥3𝑙
2 + (𝑥1 + 𝑥2) 𝑚2 + 𝑥3𝑚

′2 − 𝑖𝜖

= −𝑙2 − 2𝑙 · (𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝) − 𝑥1𝑝

′2 − 𝑥2𝑝
2 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

′2 − 𝑖𝜖 ,

= −(𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝)2 + (𝑥1𝑝

′ + 𝑥2𝑝)2 − 𝑥1𝑝
′2 − 𝑥2𝑝

2 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚
′2 − 𝑖𝜖 ,

= −(𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝)2 + 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝

′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚′2 + 𝑥3𝑚
2 − 𝑖𝜖 .

可以简单记为 ˆ
𝑑𝐹3

(
−𝑞2 + 𝐷

)−3
, (10.511)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝, (10.512)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

′2 − 𝑖𝜖 . (10.513)

Numerator evaluation 现在分析 numerator 的行为，(/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚)
𝛾𝜇

(
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

)
(10.514)

将变量 𝑙 做替换 {
𝑙 = 𝑞 − 𝑥1𝑝

′ − 𝑥2𝑝. (10.515)

得到 (/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚)
𝛾𝜇

(
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

)
(10.516)

=
(
/𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
/𝑝 + /𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
, (10.517)

= /𝑞𝛾𝜇/𝑞 + 𝑁𝜇 + Linear term in q. (10.518)

第二个等式相当于是将 𝑞 的二次项和一次项拆分了出来，留下来了一个和 q 无关的量，叫做 𝑁𝜇. 具体来说这一

项是

𝑁𝜇 =
(
−𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
/𝑝 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
, (10.519)

=
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
. (10.520)

Superficial degree of divergent 对于分子中的那几部分，发散来自于

/𝑞𝛾𝜇/𝑞 = 𝑞𝛼𝛾
𝛼𝛾𝜇𝑞𝛽𝛾

𝛽 . (10.521)

利用公式 
´
𝑑𝑑𝑞𝑞𝜇𝑞𝜈 𝑓 (𝑞2) = 1

𝑑 𝑔
𝜇𝜈
´
𝑑𝑑𝑞𝑞2 𝑓 (𝑞2),

𝛾𝜌𝛾
𝜇𝛾𝜌 = −(𝑑 − 2)𝛾𝜇 .

(10.522)

化简

𝛾𝜈𝑞𝛼𝑞𝛽𝛾
𝛼𝛾𝜇𝛾𝛽𝛾𝜈 =

𝑞2

𝑑
𝛾𝜈𝑔𝛼𝛽𝛾

𝛼𝛾𝜇𝛾𝛽𝛾𝜈 , (10.523)

= −𝑞
2

𝑑
(𝑑 − 2)𝛾𝜇 (10.524)

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)
(
−𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2

)2
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[ /𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

]
(10.525)

1
−𝑙2 + 𝑚′2 − 𝑖𝜖

, (10.526)
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=(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)(−𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2)2
(
1
𝑖

)3 ˆ ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1(

−𝑞2 + 𝐷
)3

(
−𝑞

2

𝑑
(𝑑 − 2)𝛾𝜇 + 𝑁𝜇

)
. (10.527)

Wick rotation wick rotation:ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞

𝑞0 = 𝑖𝑞𝑑 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 = 𝑖
ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞𝑑 𝑞2 = (𝑞0)2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞 (𝑑) |2
(10.528)

经历过 wick rotation 后的 loop correction 积分是

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =𝑖(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)(−𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2)2
(
1
𝑖

)3 ˆ ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1(

𝑞2 + 𝐷
)3

(
𝑞2

𝑑
(𝑑 − 2)𝛾𝜇 + 𝑁𝜇

)
. (10.529)

Gauss Gauss 积分公式是ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)𝑎
(𝑞2 + 𝐷)𝑏

=
Γ(𝑏 − 𝑎 − 1

2𝑑)Γ(𝑎 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(𝑏)Γ( 12𝑑)
𝐷−(𝑏−𝑎−𝑑/2) . (10.530)

需要考虑的是 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−1−𝑑/2) , (10.531)

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)0
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1

2𝑑)Γ(
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−𝑑/2) . (10.532)

稍微化简一下，利用 Gamma Function 的性质

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Γ(𝑛 + 1
2 ) = (2𝑛)!𝑛!2𝑛

√
𝜋

Γ(−𝑛 + 𝑥) = (−1)𝑛
𝑛!

[ 1
𝑥 − 𝛾 +

∑𝑛
𝑘=1 𝑘

−1 +𝑂 (𝑥)
]
𝑛 ≥ 0

Γ(𝑛 + 𝑥) = (𝑛 − 1)!
(
1 +

(∑𝑛−1
𝑘=1

1
𝑘 − 𝛾

)
𝑥 + O(𝑥)

)
𝑛 ≥ 1

𝛾 = 0.5772

(10.533)

其实第二个式子根本就不会发散，所以展开第一个式子到线性阶得到ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−1−𝑑/2) , (10.534)

=
Γ( 𝜖2 )Γ(3 −

𝜖
2 )

(4𝜋)2− 𝜖
2 2 Γ(2 − 𝜖

2 )
𝐷−

𝜖
2 =

(
2
𝜖 − 𝛾 + O(𝜖)

)
2

(
1 +

(
3
2 − 𝛾

)
𝜖
2 + O(𝜖2)

)
(4𝜋)2− 𝜖

2 2
(
1 + (1 − 𝛾) 𝜖2 + O(𝜖2)

) 𝐷−
𝜖
2 , (10.535)

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + 1

2
+ O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2

. (10.536)

考虑到指数函数的展开

(𝜇) 𝜖
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + 1

2
+ O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
1 − 𝜖

2
ln

(
𝐷

4𝜋

)
+ 𝜖 ln ( 𝜇̃) + O(𝜖2)

)
, (10.537)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
(10.538)

Combine results 整理结果，

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =𝑖(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)(−𝑖𝑔𝜇̃𝜖 /2)2
(
1
𝑖

)3 ˆ ˆ
𝑑𝐹3

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1(

𝑞2 + 𝐷
)3

(
𝑞2

𝑑
(𝑑 − 2)𝛾𝜇 + 𝑁𝜇

)
, (10.539)

=𝑖(−𝑖𝑒)(−𝑖𝑔)2 𝜇̃𝜖 /2
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝐹3 (10.540)
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10.11 Yukawa for magnetic moment anormaly(
1
𝑑
(𝑑 − 2)𝛾𝜇 1

(4𝜋)2

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 1

2
𝑁𝜇

1
(4𝜋)2

𝐷−1
)
, (10.541)

再把前面的维度展开到一阶，然后化简

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) = − 𝑖(𝑒𝑔2) 𝜇̃𝜖 /2
ˆ
𝑑𝐹3 (10.542)

1
(4𝜋)2

(
1
4
(2 − 𝜖

2
)𝛾𝜇

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 1

2
𝑁𝜇𝐷−1

)
, (10.543)

= − 𝑖(𝑒𝑔2) 𝜇̃𝜖 /2
ˆ
𝑑𝐹3 (10.544)

1
(4𝜋)2

(
𝛾𝜇

(
1
𝜖
− 1

2
ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 1

2
𝑁𝜇𝐷−1

)
, (10.545)

=
𝑖(𝑒𝑔2) 𝜇̃𝜖 /2

8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
− 1

2𝜖
+ 1

4

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

))
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3𝑁

𝜇𝐷−1 + O(𝜖)
}
. (10.546)

其中

𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾𝜇2,

ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1), (10.547)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

′2 − 𝑖𝜖 , (10.548)

𝑁𝜇 =
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
. (10.549)

Form Factor 当顶点用来描述电子-光子-电子三个粒子散射过程的时候，顶点可以展开为 (𝑒 > 0)

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒
(
𝛾𝜇𝐹1 (𝑞2) + 𝑖 𝜎

𝜇𝜈

2𝑚
𝑞𝜈𝐹2 (𝑞2)

)
. (10.550)

其中的 𝐹1, 𝐹2 是 Form factor.

Vertex correction 考虑了 Counterterm 的 Vertex 是

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2𝛾𝜇 (10.551)

− 𝑖(𝑒
2𝑔) 𝜇̃𝜖 /2
8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
𝑘1 −

1
4

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

𝐷0

))
+ 1

4

ˆ
𝑑𝐹3

𝑁𝜇

𝐷

}
. (10.552)

因为考虑了 Counterterm , 所以这个时候可以合理的当 dimensional regularization 取为 𝜖 = 0, 并且考虑到
´
𝑑𝐹3 = 1,

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒𝛾𝜇 − 𝑖(𝑒
2𝑔)

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

{
𝛾𝜇

[
2𝑘1 −

1
2

ln
(
𝐷

𝐷0

)]
+ 1

2
𝑁𝜇

𝐷

}
. (10.553)

其中

𝐷 (𝑝 = 𝑝′, 𝑝2 = 𝑚2) = 𝐷0 = (1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
′2. (10.554)

anormaly Magnetic moment 为了计算反常磁矩，首先对 𝑁̃𝜇 进行化简, 化简思路是将 /𝑝′ /𝑝动量分别移动到最左

边和最右边, 之后利用 Dirac Spinor 性质 /𝑝𝑢 = 𝑚𝑢, 𝑢̄/𝑝 = 𝑢̄𝑚, 将他们替换为质量。

𝑁𝜇 =
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
(10.555)

经过复杂的计算，化简为

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
𝑚2

(
−𝑥2

1 − 𝑥2
2 + 4

)
− 2𝑥1𝑥2 (𝑝 · 𝑝′)

}
(10.556)

+ (2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1 (2 − 𝑥1)) 𝑚𝑝′𝜇 + (2𝑥1𝑥2 − 2𝑥2 (2 − 𝑥2))𝑚𝑝𝜇 . (10.557)

利用 𝑞2 = 2𝑚2 − 2𝑝 · 𝑝′, 并且将动量的线性项吸收到 𝑝 + 𝑝′ 以及 𝑝 − 𝑝′ 中，

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
𝑚2

(
−𝑥2

1 − 𝑥2
2 + 2

)
+ 𝑥1𝑥2𝑞

2
}

(10.558)

+
(
2𝑥1𝑥2 − 2 (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥2

1 + 𝑥2
2

)
𝑚 (𝑝 + 𝑝′)𝜇 + (𝑥2 (2 − 𝑥2) − 𝑥1 (2 − 𝑥1)) 𝑚 (𝑝′ − 𝑝)𝜇 . (10.559)
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由于最后一项在积分
´
𝑑𝐹3 中消失，所以

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
𝑚2

(
−𝑥2

1 − 𝑥2
2 + 2

)
+ 𝑥1𝑥2𝑞

2
}

(10.560)

+
(
2𝑥1𝑥2 − 2 (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥2

1 + 𝑥2
2

)
𝑚 (𝑝 + 𝑝′)𝜇 . (10.561)

之后利用 Gordon Identity{
𝑢̄(𝑝′) (𝑝′ + 𝑝)𝜇𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝′) (2𝑚𝛾𝜇 − 2𝑖Σ𝜇𝜈𝑞𝜈) 𝑢(𝑝). (10.562)

进一步化简为

𝑁𝜇 =𝛾𝜇
{
𝑚2

(
−𝑥2

1 − 𝑥2
2 + 2

)
+ 𝑥1𝑥2𝑞

2
}

(10.563)

+
(
2𝑥1𝑥2 − 2 (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥2

1 + 𝑥2
2

)
2𝑚2𝛾𝜇 (10.564)

−
(
2𝑥1𝑥2 − 2 (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥2

1 + 𝑥2
2

)
𝑚𝑖𝜎𝜇𝜈𝑞𝜈 . (10.565)

回顾顶点表达式为 {
𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒𝛾𝜇 − 𝑖 (𝑒2𝑔)

16𝜋2

´
𝑑𝐹3

{
𝛾𝜇

[
2𝑘1 − 1

2 ln
(
𝐷
𝐷0

)]
+ 1

2
𝑁 𝜇

𝐷

}
. (10.566)

对比 {
𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑒

(
𝛾𝜇𝐹1 (𝑞2) + 𝑖 𝜎𝜇𝜈

2𝑚 𝑞𝜈𝐹2 (𝑞2)
)

(10.567)

得到

𝑖
𝜎𝜇𝜈

2𝑚
𝑞𝜈𝐹2 (𝑞2) = 𝑔2

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

{
1
2
−

(
2𝑥1𝑥2 − 2 (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥2

1 + 𝑥2
2
)
𝑚𝑖𝜎𝜇𝜈𝑞𝜈

𝐷

}
. (10.568)

对比发现

𝐹2 (𝑞2) = − 𝑔2

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

(
(1 − 𝑥3)2 − 2 (1 − 𝑥3)

)
𝐷

𝑚2 (10.569)

其中

𝐷0 = (1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚
′2, (10.570)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

′2 (10.571)

= 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑚2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑚2 + 𝑥1𝑥2

(
2𝑚2 − 𝑞2

)
+ (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

′2 (10.572)

= (𝑥1 + 𝑥2)2𝑚2 − 𝑥1𝑥2𝑞
2 + 𝑥3𝑚

′2. (10.573)

通过计算

𝐹2 (0) = 𝐹2 (𝑞2) = − 𝑔2

16𝜋2

ˆ
𝑑𝐹3

(
(1 − 𝑥3)2 − 2 (1 − 𝑥3)

)
𝑚2

(𝑥1 + 𝑥2)2𝑚2 − 𝑥1𝑥2𝑞2 + 𝑥3𝑚′2
|𝑞2=0 (10.574)

= − 𝑔2

16𝜋2

ˆ
2𝑑𝑥3

ˆ 1−𝑥3

0
𝑑𝑥2

𝑚2 {
(1 − 𝑥3)2 − 2(1 − 𝑥3)

}
(1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚′2

(10.575)

= − 𝑔
2

8𝜋2

ˆ 1

0
𝑑𝑥3 (1 − 𝑥3)2

𝑚2 (−1 − 𝑥3)
(1 − 𝑥3)2𝑚2 + 𝑥3𝑚′2

(10.576)

当标量粒子没有质量的时候 𝑚′ = 0,

𝐹2 (0) = −
𝑔2

8𝜋2

ˆ 1

0
𝑑𝑥3 (−1 − 𝑥3) =

3
16𝜋2 𝑔

2 (10.577)

于是，Yukawa 相互作用对反常磁矩的贡献是

𝜇 =
𝑒

2𝑚
(2𝐹2 (0)) =

𝑒

𝑚

3
16𝜋2 𝑔

2. (10.578)

第二部分是反常磁矩。
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10.12 Renormalisation with yukawa interaction in QED
Lagrangian for QED with Yukawa interaction for Higgs scalar field can be written as

L =
1
2
𝜕𝜇ℎ𝜕

𝜇ℎ − 1
2
𝑚2
ℎℎ

2 + 𝜓(𝑖 /𝜕 − 𝑚)𝜓 − 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝑍1 𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝜓𝛾𝜇𝐴𝜇𝜓 − 𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 𝑍6ℎ𝜓̄𝜓 −

1
2

(
𝜕𝜇𝐴

𝜇 )2 (10.579)

+ 𝑖(𝑍2 − 1)𝜓/𝜕𝜓 − (𝑍𝑚 − 1)𝑚𝜓𝜓 − 1
4
(𝑍3 − 1)𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 +

1
2
(𝑍ℎ − 1) 𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ −

1
2
(𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎℎ
2. (10.580)

From Ward Identity, it can be prove that 𝑍1 = 𝑍2 , which means there are only 6 renormalisation parameters.

Counterterms 5 Counterterms in propagator should be considered, 2 counterterm for vertex should be considered,
1) 考虑 Lagrangian 中标量 Higgs 场对应的 Counterterm

𝑆 ∼ 𝑖
ˆ
𝑑4𝑥

(
1
2
(𝑍ℎ − 1)𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ −

1
2
(𝑍𝑚ℎ − 1)𝑚2

ℎℎ
2
)

= 𝑖
ˆ
𝑑4𝑥

(
−1

2
(𝑍ℎ − 1)ℎ𝜕𝜇𝜕𝜇ℎ −

1
2
(𝑍𝑚ℎ − 1)𝑚2

ℎℎ
2
) (10.581)

他们写为泛函导数形式 (利用分部积分)

exp
[ˆ

𝑑4𝑥 − 𝑖
2

(
(𝑍ℎ − 1)( 𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )𝜕
𝜇𝜕𝜇 (𝑖

𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) ) + (𝑍𝑚ℎ − 1)𝑚2
ℎ (

𝛿

𝑖𝛿𝐽 (𝑥) )
2
)]

(10.582)

这一项会生成一个两点 Vertex。(2 因为对称性可以不写) 它可以表示为:

−𝑖
ˆ
𝑑4𝑥

(
(𝑍ℎ − 1)𝜕2 + (𝑍𝑚ℎ − 1)𝑚2

ℎ

)
(10.583)

Noticed that partial 作用在两个相接的 propagator 的一个端点上而不是两个端点。具体来说，用它来连接两

个传播子的效果是

〈ℎ(𝑥1)ℎ(𝑥2)〉 =
𝑑4𝑘2

(2𝜋)4
1
𝑖

𝑒−𝑖𝑘2 · (𝑥1−𝑥 )

−𝑘2
1 + 𝑚2

ℎ − 𝑖𝜖

{
−𝑖
ˆ
𝑑4𝑥

(
(𝑍ℎ − 1)𝜕2

𝑥 + (𝑍𝑚ℎ − 1)𝑚2
ℎ

)} 𝑑4𝑘1

(2𝜋)4
1
𝑖

𝑒−𝑖𝑘1 · (𝑥−𝑥2 )

−𝑘2
1 + 𝑚2

ℎ − 𝑖𝜖
(10.584)

=
ˆ
𝑑4𝑥

𝑑4𝑘2

(2𝜋)4
1
𝑖

𝑒−𝑖𝑘2 · (𝑥1−𝑥 )

−𝑘2
1 + 𝑚2

ℎ − 𝑖𝜖

{
−𝑖

(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2

1 + (𝑍𝑚ℎ − 1)𝑚2
ℎ

)} 𝑑4𝑘1

(2𝜋)4
1
𝑖

𝑒−𝑖𝑘1 · (𝑥−𝑥2 )

−𝑘2
1 + 𝑚2

ℎ − 𝑖𝜖
.

(10.585)

所以，在动量空间，这个节点相当于

−𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
(10.586)

2) Fermi 场的动能项贡献的 Counter term 是

𝑖(𝑍2 − 1)𝜓/𝜕𝜓 ⇒ (𝑖)
ˆ
𝑑4𝑥 𝑖(𝑍2 − 1)𝑖 𝛿

𝛿𝜂
/𝜕 1
𝑖

𝛿

𝛿𝜂
. (10.587)

回顾传播子的定义，

𝑥𝑥′

=
ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥) 1

𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑥′) 𝑖𝜂(𝑥′) =

ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥)〈𝜓(𝑥)𝜓(𝑥′)〉 𝑖𝜂(𝑥′). (10.588)

可以直接画出有 Counterterm 的一种 Feynman 图。

𝑥′′𝑥′

= (𝑖)
ˆ
𝑑4𝑥𝑑4𝑥′𝑖𝜂(𝑥′′) 1

𝑖
𝑆(𝑥′′ − 𝑥) 𝑖(𝑍2 − 1) /𝜕𝑥

1
𝑖
𝑆(𝑥 − 𝑥′) 𝑖𝜂(𝑥′). (10.589)

含有 Counter term 的 Feynman 图大概可以画为

在坐标空间中，它产生的 Counterterm vertex 就是

𝑍2
=
ˆ
𝑑4𝑥 − (𝑍2 − 1)/𝜕𝑥 (10.590)

注意，上面的偏导数只会作用在接在这个节点上的右侧的传播子的坐标上。(并不是作用在两个传播子上)
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接下来考虑在动量空间中的 Feynman 规则，注意到传播子

𝑆(𝑥 − 𝑦)𝛼,𝛽 = 〈0|Ψ𝛼 (𝑥)Ψ𝛽 (𝑦) |0〉 =
1
𝑖

ˆ
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖 𝑝 · (𝑥−𝑦)

(/𝑝 + 𝑚)𝛼,𝛽
−𝑝2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

. (10.591)

对 x 的偏导数 /𝜕𝑥 会产生 −𝑖/𝑝 所以动量空间的 Counterterm 节点就是

𝑍2𝑝 𝑝
= 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 (10.592)

3) 接下来考虑 Fermi子质量项的Counterterm类似的，𝑍𝑚 产生的Counterterm在坐标空间的Counterterm vertex
是

𝑍𝑚
=
ˆ
𝑑4𝑥 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1)𝑚2 (10.593)

在动量空间的 Counterterm vertex 是

𝑍𝑚𝑝 𝑝
= −𝑖(𝑍𝑚 − 1)𝑚2 (10.594)

4) 接下来考虑电磁场的部分的 Counterterm, 这一项对作用量的贡献是ˆ
𝑑4𝑥 (𝑍3 − 1) − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 . (10.595)

注意到在求解路径积分量子化时，得到了一个公式ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 =
1
2

ˆ
𝑑4𝑥𝐴𝜇

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 . (10.596)

所以，这个 Counterterm 对作用量的贡献是ˆ
𝑑4𝑥 (𝑍3 − 1) 1

2
𝐴𝜇

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 . (10.597)

在坐标空间中，Counterterm 节点是

𝑍3
=
ˆ
𝑑4𝑥 𝑖 (𝑍3 − 1) 1

2

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2
𝑥 − 𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜈

)
. (10.598)

在动量空间中，Counterterm 节点画为

𝑍3𝑝 𝑝
= − 𝑖 (𝑍3 − 1) 1

2

(
𝑔𝜇𝜈 𝑝

2 − 𝑝𝜇𝑝𝜈
)
. (10.599)

Photon Self energy 现在考虑光子传播子的圈图修正。Real propagator 为
1
𝑖
𝚫𝜇𝜈 (𝑥1 − 𝑥2) = 〈0|𝑇𝐴𝜇 (𝑥1)𝐴𝜈 (𝑥2) |0〉 =

1
𝑖𝛿𝐽𝜇 (𝑥1)

1
𝑖𝛿𝐽𝜈 (𝑥2)

𝑖𝑊 [𝐽] |𝐽=0 (10.600)

Real Propagator 总可以表示成几何级数的形式

+ Π + Π Π + · · · (10.601)

中间的圈叫做”1 particle Irreducible diagram”。如图，Real Propagator在动量空间可以写为 (它并不是 LSZ Reduction
formula 得到的):

1
𝑖
Δ(𝑘2) + 1

𝑖
Δ(𝑘2)𝑖Π(𝑘2) 1

𝑖
Δ(𝑘2) + · · · . (10.602)

当然，上面式子中的传播子或者 1PI 图都是矩阵。1- PI 的动量图画为。

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) =

𝑘
𝑘 + 𝑙

𝑙

𝑘

+ 𝑘 𝑘 + higher order (10.603)
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具体表达式写为 (-1 来自于费米子圈图)

𝑖Π𝜇𝜈 (𝑘2) = (−1)
ˆ

𝑑4𝑙

(2𝜋)4

(
1
𝑖

)2
𝑇𝑟

[
𝑆(𝑘 + 𝑙)(−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2𝛾𝜇)𝑆(𝑙)(−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝛾𝜈)

]
(10.604)

−𝑖 (𝑍3 − 1)
(
𝑘2𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

)
+ O(𝑒4). (10.605)

其中的 −1 来自于圈图。

经过前面的计算，直接写出 photon Self Energy 的值

Π(𝑘2) = −𝑖(𝑍1𝑒)2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1
𝜋2 𝑥(1 − 𝑥)

(
1
𝜖
− 1

2
ln( 𝐷

𝜇2 ) + O(𝜖)
)
− 𝑖(𝑍3 − 1) + O(𝜖4), (10.606)

𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.607)

Renormalisation 为了抵消发散，在 𝑀𝑆 重整化方案下，将抵消项选取为

−𝑖𝑒2
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1
𝜋2 𝑥 (1 − 𝑥)

1
𝜖
− 𝑖 (𝑍3 − 1) = 0 (10.608)

𝑒2 1
𝜋2

1
2
+ 𝑍3 − 1 = 0 (10.609)

𝑍3 = 1 − 8
𝑒2

(4𝜋)2
(10.610)

Loop Correction to Fermion propagator 类似于之前各种 Real propagator 的分析。fermion real propagator 可以写

为
1
𝑖
𝑺(/𝑝) =

1
𝑖
𝑆(/𝑝) +

1
𝑖
𝑆(/𝑝)𝑖Σ(/𝑝)

1
𝑖
𝑆(/𝑝) + · · · . (10.611)

Fermion 的 1-PI 图画为

𝑖Σ(/𝑝) =

𝑝
𝑝 + 𝑙
𝑙 𝑝

+

𝑝
𝑝 + 𝑙

𝑙

𝑝

+ 𝑘 𝑘 + higher order. (10.612)

具体的表达式写为

𝑖Σ(/𝑝) =
(
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝛾𝜈

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇Δ𝜇𝜈 (𝑙) (10.613)

+
(
−𝑖𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 𝑍6

)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2
ℎ − 𝑖𝜖

+ 𝑐𝑡 (10.614)

=
(
−𝑖𝑍1𝑒𝜇̃

𝜖 /2
)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝛾𝜈

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
𝑔𝜇𝜈

𝑙2 − 𝑚2
𝛾 − 𝑖𝜖

(10.615)

+
(
−𝑖𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 𝑍6

)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2
ℎ − 𝑖𝜖

(10.616)

+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1) (10.617)

其中，直接将光子传播子取为了 Feynman Gauge, 并且假定了光子有质量 𝑚𝛾。在计算 Loop correction to fermion
propagator 的时候，已经计算了第一项，它对结果的贡献是

𝑖Σ(/𝑝)𝑄𝐸𝐷 = −𝑖 (𝑍1𝑒)2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥

(
−(2 − 𝜖)(1 − 𝑥) /𝑝 + (4 − 𝜖)𝑚

) (
1
𝜖
− 1

2
ln( 𝐷

𝜇2 ) + O(𝜖)
)
+ 𝑖(𝑍2−1) /𝑝− 𝑖(𝑍𝑚−1). (10.618)

其中

𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2, 𝐷 = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2
𝛾 . (10.619)

接下来考虑式子中的 ，
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Feynman Parametrization Feynman Formula:
1

𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛
=
ˆ
𝑑𝐹𝑛 (𝑥1𝐴1 + · · · 𝑥𝑛𝐴𝑛)−𝑛

ˆ
𝑑𝐹𝑛 =

ˆ 1

0
(𝑛 − 1)!𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛𝛿(𝑥1 + · · · 𝑥𝑛 − 1)

ˆ
𝑑𝐹𝑛 = 1

(10.620)

对 𝑛 = 2 时候，
1

𝐴1𝐴2
=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝛿(𝑥1 + 𝑥2 − 1) 1

(𝑥1𝐴1 + 𝑥2𝐴2)2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1

1
(𝑥1𝐴1 + (1 − 𝑥1)𝐴2)2

(10.621)

在这个例子中 (𝑚2 − 𝑖𝜖 简写为 𝑚2)
1

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2
ℎ + 𝑖𝜖

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
𝑥
(
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2) + (1 − 𝑥) (−𝑙2 + 𝑚2

ℎ)
]2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1(
−(𝑙 + 𝑝𝑥)2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2

ℎ

)2 .
(10.622)

对于这一部分的结果，1-PI 图表示的积分表达为 (忽略了线性项的积分)

𝑖Σ𝑌𝑢𝑘 (/𝑝) =
(
−𝑖𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 𝑍6

)2
( 1
𝑖
)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2
ℎ − 𝑖𝜖

(10.623)

=
(
𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1 𝑍6

)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
/𝑝 − 𝑥/𝑝 + 𝑚[
−𝑞2 + 𝐷ℎ

]2 (10.624)

=
(
𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1 𝑍6

)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
/𝑝 − 𝑥/𝑝 + 𝑚[
−𝑞2 + 𝐷ℎ

]2 (10.625)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑝𝑥, 𝐷ℎ = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2
ℎ . (10.626)

Wick rotation Gauss Wick rotation 效果是ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞

𝑞0 = 𝑖𝑞𝑑 →
ˆ +𝑖∞
−𝑖∞

𝑑𝑞0 = 𝑖
ˆ +∞
−∞

𝑑𝑞𝑑 𝑞2 = (𝑞0)2 − | ®𝑞 |2 = −|𝑞 (𝑑) |2
(10.627)

使用 Wick Rotation 之后，积分变为 Euclidian 空间中的积分:

𝑖Σ𝑌𝑢𝑘 (/𝑝) = 𝑖
(
𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1 𝑍6

)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
/𝑝 (1 − 𝑥) + 𝑚[
𝑞2 + 𝐷ℎ

]2 (10.628)

Gauss 积分公式ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

Γ(2 − 1
2𝑑)Γ(

1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−

1
2 𝑑) , (10.629)

=
Γ( 𝜖2 )Γ(2 −

𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷−

𝜖
2 =

(
2
𝜖
− 𝛾 + O(𝜖)

)
1

(4𝜋)2− 𝜖
2
𝐷−

𝜖
2 , (10.630)

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
1 − 𝜖

2
ln( 𝐷

4𝜋
) + O(𝜖2)

)
=

1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− 𝛾 − ln( 𝐷

4𝜋
) + O(𝜖)

)
, (10.631)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋
𝑒𝛾) + O(𝜖)

)
. (10.632)
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于是

𝜇̃𝜖1

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋
𝑒𝛾) + O(𝜖)

) (
1 + 𝜖 ln( 𝜇̃1) + O(𝜖2)

)
, (10.633)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
− ln( 𝐷

4𝜋𝜇̃2
1
𝑒𝛾) + O(𝜖)

)
(10.634)

总的来说，

𝑖Σ𝑌𝑢𝑘 (/𝑝) = 𝑖
(
𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1 𝑍6

)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
/𝑝(1 − 𝑥) + 𝑚[
𝑞2 + 𝐷ℎ

]2 (10.635)

= 𝑖 (𝑍6𝑦𝑒)2
1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥

(
/𝑝 (1 − 𝑥) + 𝑚

) (
2
𝜖
− ln( 𝐷ℎ

4𝜋𝜇̃2
1
𝑒𝛾) + O(𝜖)

)
(10.636)

= 𝑖 (𝑍6𝑦𝑒)2
1

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥

(
/𝑝 (1 − 𝑥) + 𝑚

) (
1
𝜖
− 1

2
ln(𝐷ℎ

𝜇2
1
) + O(𝜖)

)
(10.637)

其中

𝜇2
1 = 4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

1, 𝐷ℎ = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2
ℎ . (10.638)

所以

𝑖Σ𝑌𝑢𝑘 (/𝑝) = 𝑖
(𝑍6𝑦𝑒)2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥

(
/𝑝 (1 − 𝑥) + 𝑚

) (
1
𝜖
− 1

2
ln(𝐷1

𝜇2
1
) + O(𝜖)

)
. (10.639)

总的来说， 是

𝑖Σ(/𝑝) =𝑖
(𝑍6𝑦𝑒)2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥

(
/𝑝 (1 − 𝑥) + 𝑚

) (
1
𝜖
− 1

2
ln(𝐷1

𝜇2
1
) + O(𝜖)

)
(10.640)

− 𝑖 (𝑍1𝑒)2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥

(
−(2 − 𝜖) (1 − 𝑥) /𝑝 + (4 − 𝜖)𝑚

) (
1
𝜖
− 1

2
ln( 𝐷

𝜇2 ) + O(𝜖)
)
+ 𝑖(𝑍2 − 1) /𝑝 − 𝑖(𝑍𝑚 − 1). (10.641)

其中

𝜇2
1 = 4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

1, 𝐷ℎ = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2
ℎ . (10.642)

𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2, 𝐷 = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝2 + 𝑚2𝑥 + (1 − 𝑥)𝑚2
𝛾 . (10.643)

Counterterm 𝑀𝑆 重整化方案中，考虑 Counterterm

(𝑍2 − 1) + 𝑦2
𝑒

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥(1 − 𝑥) 1

𝜖
+ 𝑒2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥 2 (1 − 𝑥) 1

𝜖
= 0 (10.644)

− (𝑍𝑚 − 1) 𝑚 + 𝑦2
𝑒

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥 𝑚

1
𝜖
− 𝑒2

8𝜋2

ˆ
𝑑𝑥 4𝑚

1
𝜖
= 0 (10.645)

于是

𝑍2 = 1 −
(
𝑦2
𝑒

16𝜋2 +
𝑒2

8𝜋2

)
1
𝜖

(10.646)

𝑍𝑚 = 1 +
(
𝑦2
𝑒

8𝜋2 −
𝑒2

2𝜋2

)
1
𝜖

(10.647)

接下来考虑标量传播子的修正。1- PI 的动量图画为。

𝑖Π(𝑘2) =

𝑘 𝑘 + 𝑙

𝑙

𝑘

+
𝑘 𝑘

+ higher order (10.648)
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具体表达式写为 (-1 来自于费米子圈图)

𝑖Π(𝑘2) = (−1)
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

(
1
𝑖

)2
𝑇𝑟

[
𝑆(𝑘 + 𝑙)(−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1 )𝑆(𝑙)(−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1 )

]
(10.649)

−𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒). (10.650)

接下来，按照一般常用的方法计算其中的圈图修正。将电子传播子的具体形式带入

𝑖Π(𝑘2) = (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1

)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝑇𝑟 [𝑆(𝑘 + 𝑙)𝛾𝜇𝑆(𝑙)𝛾𝜈] − 𝑖

(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒),

(10.651)

= (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1

)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝑇𝑟

[ /𝑘 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑘 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖

/𝑙 + 𝑚
−𝑙2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖

]
+ 𝑐𝑡 + O(𝑦4

𝑒) (10.652)

= (−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1

)2
ˆ

𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
𝑇𝑟

[ (
/𝑘 + /𝑙 + 𝑚

) (/𝑙 + 𝑚) ] 1
−(𝑘 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖

1
−𝑙2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖

(10.653)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒). (10.654)

Feynman Parametrization Feynman Formula:
1

𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛
=
ˆ
𝑑𝐹𝑛 (𝑥1𝐴1 + · · · 𝑥𝑛𝐴𝑛)−𝑛

ˆ
𝑑𝐹𝑛 =

ˆ 1

0
(𝑛 − 1)!𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛𝛿(𝑥1 + · · · 𝑥𝑛 − 1)

ˆ
𝑑𝐹𝑛 = 1

(10.655)

对 𝑛 = 2 时候，
1

𝐴1𝐴2
=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝛿(𝑥1 + 𝑥2 − 1) 1

(𝑥1𝐴1 + 𝑥2𝐴2)2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥1

1
(𝑥1𝐴1 + (1 − 𝑥1)𝐴2)2

(10.656)

在这个例子中 (𝑚2 − 𝑖𝜖 简写为 𝑚2)：
1

−(𝑘 + 𝑙)2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2 + 𝑖𝜖
=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
𝑥
(
−(𝑙 + 𝑘)2 + 𝑚2) + (1 − 𝑥)(−𝑙2 + 𝑚2)

]2

=
ˆ 1

0
𝑑𝑥

1[
−(𝑙 + 𝑘𝑥)2 + 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2

]2 .

(10.657)

一般会做变量代换

𝑞 = 𝑙 + 𝑥𝑘 𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.658)

Trace technic for numerator 考虑到 Gamma matrix 的 Trace 性质{
𝑇𝑟 [odd number of𝛾] = 0, 𝑇𝑟

[
𝛾𝛽𝛾𝜇𝛾𝛼𝛾𝜈

]
= 4

(
𝑔𝛽𝜈𝑔𝜇𝛼 − 𝑔𝛽𝛼𝑔𝜇𝜈 + 𝑔𝛽𝜇𝑔𝛼𝜈

)
, 𝑇𝑟 [𝛾𝜇𝛾𝜈] = 4𝑔𝜇𝜈 . (10.659)

对于其中的 Trace 项，

𝑇𝑟
[ (
/𝑘 + /𝑙 + 𝑚

) (/𝑙 + 𝑚) ]
= 𝑇𝑟

[
(𝑘 + 𝑙)𝛽 𝑙𝛼𝛾𝛽𝛾𝛼 + (𝑘 + 𝑙)𝛽𝑚𝛾𝛽 + 𝑚𝑙𝛼𝛾𝛼 + 𝑚2] , (10.660)

= (𝑘 + 𝑙)𝛽 𝑙𝛼 𝑇𝑟
[
𝛾𝛽𝛾𝛼

]
+ 𝑚2, (10.661)

= (𝑘 + 𝑙)𝛽 𝑙𝛼 4𝑔𝛼𝛽 + 𝑚2, (10.662)

= 4𝑙 · (𝑘 + 𝑙) + 𝑚2. (10.663)

变量代换为 Feynman parametrization 后的变量 𝑙 = 𝑞 − 𝑥𝑘 , 并且舍去所有的对 𝑞 的一次项。

𝑇𝑟
[ (
/𝑘 + /𝑙 + 𝑚

) (/𝑙 + 𝑚) ]
= 4𝑙 · (𝑘 + 𝑙) + 𝑚2 (10.664)
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= 4 (𝑞 − 𝑥𝑘) · (𝑘 + 𝑞 − 𝑥𝑘) + 𝑚2 (10.665)

= 4𝑞2 + 4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2 + 𝑚2. (10.666)

Combine Results 将分子和分母化简后的积分写为

𝑖Π(𝑘2) =(−1)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1

)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
(
4𝑞2 + 4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2 + 𝑚2

) 1[
−𝑞2 + 𝐷

]2 (10.667)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒). (10.668)

之后，再进行 Wick Rotation, 结果是

𝑖Π(𝑘2) =(−𝑖)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1

)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(
−4𝑞2 + 4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2 + 𝑚2

) 1[
𝑞2 + 𝐷

]2 (10.669)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒). (10.670)

其中，

𝑞 = 𝑙 + 𝑥𝑘 𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.671)

Gauss Integral Gauss integral formula 是ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)𝑎
(𝑞2 + 𝐷)𝑏

=
Γ(𝑏 − 𝑎 − 1

2𝑑)Γ(𝑎 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(𝑏)Γ( 12𝑑)
𝐷−(𝑏−𝑎−𝑑/2) (10.672)

考虑 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)

(𝑞2 + 𝐷)2
=

Γ(2 − 1 − 1
2𝑑)Γ(1 +

1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−1− 1

2 𝑑) , (10.673)

=
Γ(1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(1−

1
2 𝑑) , (10.674)

=
Γ(−1 + 𝜖

2 )Γ(3 −
𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷1− 𝜖

2 . (10.675)

以及 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=

Γ(2 − 1
2𝑑)Γ(

1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ( 12𝑑)
𝐷−(2−

1
2 𝑑) , (10.676)

= 𝐷−1 Γ( 𝜖2 )Γ(2 −
𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷1− 𝜖

2 . (10.677)

Gamma function approximation

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Γ(𝑛 + 1
2 ) = (2𝑛)!𝑛!2𝑛

√
𝜋

Γ(−𝑛 + 𝑥) = (−1)𝑛
𝑛!

[ 1
𝑥 − 𝛾 +

∑𝑛
𝑘=1 𝑘

−1 +𝑂 (𝑥)
]
𝑛 ≥ 0

Γ(𝑛 + 𝑥) = (𝑛 − 1)!
(
1 +

(∑𝑛−1
𝑘=1

1
𝑘 − 𝛾

)
𝑥 + O(𝑥2)

)
𝑛 ≥ 1

𝛾 = 0.5772

(10.678)

上面的 Gauss 积分化简为

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)

(𝑞2 + 𝐷)2
=
(−1)

(
2
𝜖 − 𝛾 + 1

)
2
(
1 −

(
1 + 1

2 − 𝛾
)
𝜖
2

)
(4𝜋)2− 𝜖

2
(
1 − 𝜖

2 (1 − 𝛾)
) 𝐷 𝐷−

𝜖
2 (10.679)

= − 2
𝐷

(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2
(
2
𝜖
− 𝛾 + 1 − 3

2
+ 𝛾

) (
1 + 𝜖

2
(1 − 𝛾)

)
(10.680)
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= − 2
𝐷

(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2
(
2
𝜖
− 1

2

) (
1 + 𝜖

2
(1 − 𝛾)

)
(10.681)

= − 2
𝐷

(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2
(
2
𝜖
− 1

2
+ 1 − 𝛾

)
(10.682)

= − 2
𝐷

(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2
(
2
𝜖
+ 1

2
− 𝛾

)
. (10.683)

以及 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1

(𝑞2 + 𝐷)2
=𝐷−1 Γ( 𝜖2 )Γ(2 −

𝜖
2 )

(4𝜋)𝑑/2Γ(2)Γ(2 − 𝜖
2 )
𝐷1− 𝜖

2 (10.684)

=𝐷−1

(
2
𝜖 − 𝛾

)
(4𝜋)2 (4𝜋)− 𝜖

2
𝐷1− 𝜖

2 (10.685)

=
1
(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2
(
2
𝜖
− 𝛾

)
. (10.686)

于是，传播子在经过 Gauss 积分之后

𝑖Π(𝑘2) =(−𝑖)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1

)2
ˆ
𝑑𝑥

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(
−4𝑞2 + 4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2 + 𝑚2

) 1[
𝑞2 + 𝐷

]2 (10.687)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒) (10.688)

=(−𝑖)
(
1
𝑖

)2 (
−𝑖𝑍6𝑦𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1

)2
ˆ
𝑑𝑥

1
(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2
(
−4(−2𝐷)

(
2
𝜖
+ 1

2
− 𝛾

)
+

(
4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2 + 𝑚2

) (
2
𝜖
− 𝛾

))
(10.689)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒) (10.690)

=(−𝑖) (𝑍6𝑦𝑒)2
1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥

(
𝐷

4𝜋𝜇̃2
1

)− 𝜖
2 (

8𝐷
(
2
𝜖
+ 1

2
− 𝛾

)
+

(
4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2 + 𝑚2

) (
2
𝜖
− 𝛾

))
(10.691)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒) (10.692)

=(−𝑖) (𝑍6𝑦𝑒)2
1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥

(
𝐷

4𝜋𝜇̃2
1

)− 𝜖
2 (

2
𝜖

(
8𝐷 + 4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)
+

[
8𝐷

(
1
2
− 𝛾

)
− 𝛾

(
4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)] )
(10.693)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒) (10.694)

=(−𝑖) (𝑍6𝑦𝑒)2
1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥 (10.695)(

1 − 𝜖
2

ln

(
𝐷

4𝜋𝜇̃2
1

)) (
2
𝜖

(
8𝐷 + 4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)
+

[
8𝐷

(
1
2
− 𝛾

)
− 𝛾

(
4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)] )
(10.696)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒) (10.697)

=(−𝑖) (𝑍6𝑦𝑒)2
1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥 (10.698)(

2
𝜖

(
8𝐷 + 4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)
+

[
8𝐷

(
1
2
− 𝛾

)
− 𝛾

(
4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)]
−

(
8𝐷 + 4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)
ln

(
𝐷

4𝜋𝜇̃2
1

) )
(10.699)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒) (10.700)

=(−𝑖) (𝑍6𝑦𝑒)2
1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥 (10.701)
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2
𝜖

(
8𝐷 + 4𝑥 (𝑥 − 1) 𝑘2 + 𝑚2

)
+ 4𝐷 −

(
8𝐷 + 4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2 + 𝑚2

)
ln

(
𝐷

4𝜋𝜇̃2
1𝑒
−𝛾

) }
(10.702)

− 𝑖
(
−(𝑍ℎ − 1)𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
+ O(𝑦4

𝑒) (10.703)

其中，

𝑞 = 𝑙 + 𝑥𝑘 𝐷 = 𝑚2 − 𝑥(1 − 𝑥)𝑘2 − 𝑖𝜖 . (10.704)

Counterterm 在 𝑀𝑆 重整化化方案中，低效项选取为

−𝑦2
𝑒

1
(4𝜋)2

ˆ
𝑑𝑥

2
𝜖

(
8𝐷 + 𝑚2 + 4𝑥(𝑥 − 1)𝑘2

)
−

(
− (𝑍ℎ − 1) 𝑘2 + (𝑍𝑚ℎ − 1) 𝑚2

ℎ

)
(10.705)

所以

𝑍ℎ = 1 − 1
𝜖

4
𝑦2
𝑒

(4𝜋)2
(10.706)

𝑍𝑚ℎ = 1 − 1
𝜖

18𝑚2

𝑚2
ℎ

𝑦2
𝑒

(4𝜋)2
(10.707)

- 考虑两个电子与一个光子的相互作用顶点在圈图阶的修正。修正来自于电子和光子的相互

作用和电子与标量粒子的相互作用。考虑圈图对顶点的修正，修正后的顶点写为

𝑖𝑉 (𝑝′, 𝑝) =
𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

+

𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

𝑙

𝑝 + 𝑙 𝑙 + 𝑝′

+

𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

𝑙

𝑝 + 𝑙 𝑙 + 𝑝′

+ O(𝑒5) (10.708)

相应的顶点写为

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑍1𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝛾𝜇 + 𝑖𝑉 𝜇1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝

′, 𝑝) + · · · (10.709)

其中

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑
[𝛾𝜌𝑆(𝑙 + 𝑝′)𝛾𝜇𝑆(𝑝 + 𝑙)𝛾𝜈] Δ𝜈𝜌 (𝑙) (10.710)

+ (−𝑖𝑦𝑒)2 (−𝑖𝑒)
(
1
𝑖

)3
( 𝜇̃) 𝜖2 𝜇̃𝜖1

ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[ /𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

]
(10.711)

1
−𝑙2 + 𝑚2

ℎ − 𝑖𝜖
. (10.712)

经过计算，将传播子的具体形式写出

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝, 𝑝

′) =(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)3
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[
𝛾𝜌

/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
𝛾𝜈

]
(10.713)

1
−𝑙2 + 𝑚2

𝛾 − 𝑖𝜖
(
−𝑔𝜈𝜌

)
(10.714)

+ (−𝑖𝑦𝑒)2 (−𝑖𝑒)
(
1
𝑖

)3
( 𝜇̃) 𝜖2 𝜇̃𝜖1

ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[ /𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜇
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

]
(10.715)

1
−𝑙2 + 𝑚2

ℎ − 𝑖𝜖
. (10.716)

通过前文计算过的 Loop crrection to QED vertex 以及 Yukawa for magnetic anormaly, 得到

𝑖𝑉
𝜇
1𝑙𝑜𝑜𝑝 (𝑝

′, 𝑝) = − 𝑖(𝑒)
3 𝜇̃𝜖 /2

8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
1
𝜖
− 1

2
− 1

2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

))
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3𝑁

𝜇𝐷−1 + O(𝜖)
}

(10.717)
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+
𝑖(𝑒𝑦2

𝑒) 𝜇̃
𝜖 /2
1

8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
− 1

2𝜖
+ 1

4

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷ℎ

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2
1

))
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3𝑁

𝜇
ℎ𝐷
−1
ℎ + O(𝜖)

}
. (10.718)

其中

𝜇2 = 4𝜋𝑒−𝛾𝜇2,

ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1), (10.719)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 , (10.720)

𝑁𝜇 = 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 . (10.721)

以及

𝜇2
1 = 4𝜋𝑒−𝛾𝜇2

1, (10.722)

𝐷ℎ = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
ℎ − 𝑖𝜖 , (10.723)

𝑁
𝜇
ℎ =

(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜇

(
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
. (10.724)

考虑到顶点的抵消项，Vertex 写为

𝑖𝑉 𝜇 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑍1𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝛾𝜇− 𝑖(𝑒)

3 𝜇̃𝜖 /2

8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
1
𝜖
− 1

2
− 1

2

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

))
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3𝑁

𝜇𝐷−1 + O(𝜖)
}

(10.725)

+ 𝑖(𝑒𝑦
2
𝑒) 𝜇̃𝜖 /2
8𝜋2

{
𝛾𝜇

(
− 1

2𝜖
+ 1

4

ˆ
𝑑𝐹3 ln

(
𝐷ℎ

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2
1

))
− 1

4

ˆ
𝑑𝐹3𝑁

𝜇
ℎ𝐷
−1
ℎ + O(𝜖)

}
. (10.726)

Counterterm 在 𝑀𝑆 重整化方案下，

−𝑍1 −
1
𝜖

𝑒2

8𝜋2 −
1
𝜖

1
2
𝑦2
𝑒

8𝜋2 = −1 (10.727)

于是

𝑍1 = 1 − 1
𝜖

𝑒2

8𝜋2 −
1
𝜖

1
2
𝑦2
𝑒

8𝜋2 . (10.728)

- 考虑圈图对顶点的修正，修正后的顶点写为

𝑖𝑉 (𝑝′, 𝑝) =
𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

+

𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

𝑙

𝑝 + 𝑙 𝑙 + 𝑝′

+

𝑝 𝑝′

𝑝′ − 𝑝

𝑙

𝑝 + 𝑙 𝑙 + 𝑝′

+ ℎ𝑖𝑔ℎ𝑒𝑟.𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 (10.729)

分开算两个圈图，先算第一个圈图，首先将传播子的具体形式写出

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑄𝐸𝐷 (𝑝′, 𝑝) =(−𝑖𝑒𝜇̃𝜖 /2)2 (−𝑖𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[
𝛾𝜌

/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

𝛾𝜈
]

(10.730)
1

−𝑙2 + 𝑚2
𝛾 − 𝑖𝜖

(
−𝑔𝜈𝜌

)
. (10.731)

Feynman Parametrization 传播子的 Denominator, 用 Feynman 参数法的办法将她们结合在一起。
1

−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖
1

−𝑙2 + 𝑚2
𝛾 − 𝑖𝜖

=
ˆ
𝑑𝐹3

[
−𝑥1 (𝑙 + 𝑝′)2 − 𝑥2 (𝑝 + 𝑙)2 − 𝑥3𝑙

2 + (𝑥1 + 𝑥2) 𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 − 𝑖𝜖

]−3
,

(10.732)ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1). (10.733)

化简括号中的一长串

− 𝑥1 (𝑙 + 𝑝′)2 − 𝑥2 (𝑝 + 𝑙)2 − 𝑥3𝑙
2 + (𝑥1 + 𝑥2) 𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖
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= −𝑙2 − 2𝑙 · (𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝) − 𝑥1𝑝

′2 − 𝑥2𝑝
2 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 ,

= −(𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝)2 + (𝑥1𝑝

′ + 𝑥2𝑝)2 − 𝑥1𝑝
′2 − 𝑥2𝑝

2 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 − 𝑖𝜖 ,

= −(𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝)2 + 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝

′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚
2
𝛾 − 𝑖𝜖 .

可以简单记为 ˆ
𝑑𝐹3

(
−𝑞2 + 𝐷

)−3
, (10.734)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝, (10.735)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 . (10.736)

Numerator evaluation 现在分析 numerator 的行为，把光子传播子中的度归也考虑进去

𝛾𝜈
(/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚) (

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
)
𝛾𝜈 (10.737)

将变量 l 做替换 {
𝑙 = 𝑞 − 𝑥1𝑝

′ − 𝑥2𝑝. (10.738)

得到

𝛾𝜈
(/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚) (

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
)
𝛾𝜈 (10.739)

= 𝛾𝜈
(
/𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

) (
/𝑝 + /𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
𝛾𝜈 , (10.740)

= 𝛾𝜈/𝑞/𝑞𝛾𝜈 + 𝑁 + Linear term in q (10.741)

= 𝑑𝑞2 + 𝑁 + Linear term in q (10.742)

第二个等式相当于是将 𝑞 的二次项和一次项拆分了出来，留下来了一个和 q 无关的量，叫做 𝑁 . 具体来说这一项

是

𝑁 = 𝛾𝜈
(
−𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

) (
/𝑝 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
𝛾𝜈 , (10.743)

= 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

) (
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 . (10.744)

于是，在考虑了 Feynman parameterization 以及对分子的化简之后，这一个圈图表达为

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑄𝐸𝐷 (𝑝′, 𝑝) =(𝑒𝜇̃𝜖 /2)2 (𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
ˆ
𝑑𝐹3

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
𝑑𝑞2 + 𝑁[
−𝑞2 + 𝐷

]3 (10.745)

Wick Rotation 之后，积分化简为

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑄𝐸𝐷 (𝑝′, 𝑝) =𝑖(𝑒𝜇̃𝜖 /2)2 (𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
ˆ
𝑑𝐹3

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
−𝑑𝑞2 + 𝑁[
𝑞2 + 𝐷

]3 (10.746)

Gauss Gauss 积分公式是ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)𝑎
(𝑞2 + 𝐷)𝑏

=
Γ(𝑏 − 𝑎 − 1

2𝑑)Γ(𝑎 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(𝑏)Γ( 12𝑑)
𝐷−(𝑏−𝑎−𝑑/2) . (10.747)

需要考虑的是 ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−1−𝑑/2) , (10.748)

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)0
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1

2𝑑)Γ(
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−𝑑/2) . (10.749)
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稍微化简一下，利用 Gamma Function 的性质

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Γ(𝑛 + 1
2 ) = (2𝑛)!𝑛!2𝑛

√
𝜋

Γ(−𝑛 + 𝑥) = (−1)𝑛
𝑛!

[ 1
𝑥 − 𝛾 +

∑𝑛
𝑘=1 𝑘

−1 +𝑂 (𝑥)
]
𝑛 ≥ 0

Γ(𝑛 + 𝑥) = (𝑛 − 1)!
(
1 +

(∑𝑛−1
𝑘=1

1
𝑘 − 𝛾

)
𝑥 + O(𝑥)

)
𝑛 ≥ 1

𝛾 = 0.5772

(10.750)

第二个式子根本就不会发散，所以展开第一个式子到线性阶得到ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=
Γ(3 − 1 − 1

2𝑑)Γ(1 +
1
2𝑑)

(4𝜋)𝑑/2Γ(3)Γ( 12𝑑)
𝐷−(3−1−𝑑/2) , (10.751)

=
Γ( 𝜖2 )Γ(3 −

𝜖
2 )

(4𝜋)2− 𝜖
2 2 Γ(2 − 𝜖

2 )
𝐷−

𝜖
2 =

(
2
𝜖 − 𝛾 + O(𝜖)

)
2

(
1 +

(
3
2 − 𝛾

)
𝜖
2 + O(𝜖2)

)
(4𝜋)2− 𝜖

2 2
(
1 + (1 − 𝛾) 𝜖2 + O(𝜖2)

) 𝐷−
𝜖
2 , (10.752)

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + 1

2
+ O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
𝐷

4𝜋

)− 𝜖
2

. (10.753)

考虑到指数函数的展开

(𝜇) 𝜖
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
(𝑞2)1
(𝑞2 + 𝐷)3

=

(
2
𝜖
− 𝛾 + 1

2
+ O(𝜖)

)
1
(4𝜋)2

(
1 − 𝜖

2
ln

(
𝐷

4𝜋

)
+ 𝜖 ln ( 𝜇̃) + O(𝜖2)

)
, (10.754)

=
1
(4𝜋)2

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
(10.755)

对于第二项，Gauss 积分的结果是

( 𝜇̃) 𝜖
ˆ

𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
1(

𝑞2 + 𝐷
)3 =

1
2 (4𝜋)2

𝐷−1 (10.756)

总结起来，这个圈图对值是

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑄𝐸𝐷 (𝑝′, 𝑝) =𝑖(𝑒𝜇̃𝜖 /2)2 (𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
ˆ
𝑑𝐹3

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
−𝑑𝑞2 + 𝑁[
𝑞2 + 𝐷

]3 (10.757)

=𝑖(𝑒)2 (𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
ˆ
𝑑𝐹3

1
(4𝜋)2

(
− (4 − 𝜖)

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 𝑁 1

2
𝐷−1

)
(10.758)

=𝑖(𝑒)2 (𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
ˆ
𝑑𝐹3

1
(4𝜋)2

( (
−8
𝜖
+ 4 ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 𝑁 1

2
𝐷−1

)
. (10.759)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝, (10.760)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 , (10.761)

𝑁 = 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

) (
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 . (10.762)

接下来考虑第二个图，

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑌𝑢𝑘 (𝑝′, 𝑝) =(−𝑖𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
3
(
1
𝑖

)3 ˆ
𝑑𝑑 𝑙

(2𝜋)𝑑

[ /𝑙 + /𝑝′ + 𝑚
−(𝑙 + 𝑝′)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

/𝑝 + /𝑙 + 𝑚
−(𝑝 + 𝑙)2 + 𝑚2 − 𝑖𝜖

]
(10.763)

1
−𝑙2 + 𝑚2

ℎ − 𝑖𝜖
. (10.764)

用和前面一样的 Feynman 参数法，可以将分母化简为ˆ
𝑑𝐹3

(
−𝑞2 + 𝐷ℎ

)−3
, (10.765)

其中

𝑞 = 𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝, (10.766)

𝐷ℎ = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
ℎ − 𝑖𝜖 . (10.767)
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对于分子，将变量 l 做替换 {
𝑙 = 𝑞 − 𝑥1𝑝

′ − 𝑥2𝑝. (10.768)

得到 (/𝑙 + /𝑝′ + 𝑚) (
/𝑝 + /𝑙 + 𝑚

)
(10.769)

=
(
/𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

) (
/𝑝 + /𝑞 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
, (10.770)

= /𝑞/𝑞 + 𝑁ℎ + Linear term in q (10.771)

= 𝑞2 + 𝑁ℎ + Linear term in q (10.772)

第二个等式相当于是将 𝑞 的二次项和一次项拆分了出来，留下来了一个和 q 无关的量，叫做 𝑁 . 具体来说这一项

是

𝑁ℎ =
(
−𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

) (
/𝑝 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
, (10.773)

=
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

) (
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
. (10.774)

于是，在考虑了 Feynman parameterization 以及对分子的化简之后，这一个圈图表达为

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑌𝑢𝑘 (𝑝′, 𝑝) = − (𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
3
ˆ
𝑑𝐹3

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
𝑞2 + 𝑁ℎ[
−𝑞2 + 𝐷ℎ

]3 (10.775)

Wick Rotation 之后，积分化简为

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑌𝑢𝑘 (𝑝′, 𝑝) = − 𝑖(𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
3
ˆ
𝑑𝐹3

ˆ
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
−𝑞2 + 𝑁ℎ[
𝑞2 + 𝐷ℎ

]3 (10.776)

和上面用一样的方式处理 Gauss 积分，得到结果

𝑖𝑉1𝑙𝑜𝑜𝑝−𝑌𝑢𝑘 (𝑝′, 𝑝) = − 𝑖(𝑦3
𝑒 𝜇̃

𝜖 /2
1 )
ˆ
𝑑𝐹3

1
(4𝜋)2

(
−

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷ℎ

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2
1

)
+ O(𝜖)

)
+ 𝑁ℎ

1
2
𝐷−1
ℎ

)
(10.777)

- 将这两个节点加在一起

𝑖𝑉 (𝑝′, 𝑝) = −𝑖𝑦𝑒𝑍6 𝜇̃
𝜖 /2
1 − 𝑖(𝑦3

𝑒 𝜇̃
𝜖 /2
1 )
ˆ
𝑑𝐹3

1
(4𝜋)2

(
−

(
2
𝜖
+ 1

2
− ln

(
𝐷ℎ

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2
1

)
+ O(𝜖)

)
+ 𝑁ℎ

1
2
𝐷−1
ℎ

)
(10.778)

+ 𝑖(𝑒)2 (𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 )
ˆ
𝑑𝐹3

1
(4𝜋)2

( (
−8
𝜖
+ 4 ln

(
𝐷

4𝜋𝑒−𝛾 𝜇̃2

)
+ O(𝜖)

)
+ 𝑁 1

2
𝐷−1

)
. (10.779)

其中

𝑁ℎ =
(
−𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + /𝑝′ + 𝑚

) (
/𝑝 − 𝑥1/𝑝′ − 𝑥2/𝑝 + 𝑚

)
, (10.780)

=
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

) (
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
. (10.781)

𝑞 = 𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝, (10.782)

𝐷ℎ = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
ℎ − 𝑖𝜖 . (10.783)

以及

𝑞 = 𝑙 + 𝑥1𝑝
′ + 𝑥2𝑝, (10.784)

𝐷 = 𝑥1 (𝑥1 − 1)𝑝′2 + 𝑥2 (𝑥2 − 1)𝑝2 + 2𝑥1𝑥2𝑝
′ · 𝑝 + (𝑥1 + 𝑥2)𝑚2 + 𝑥3𝑚

2
𝛾 − 𝑖𝜖 , (10.785)

𝑁 = 𝛾𝜈
(
−𝑥2/𝑝 + (1 − 𝑥1) /𝑝′ + 𝑚

) (
(1 − 𝑥2) /𝑝 − 𝑥1/𝑝′ + 𝑚

)
𝛾𝜈 . (10.786)

ˆ
𝑑𝐹3 =

ˆ
(3 − 1)!𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 𝛿(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 1). (10.787)

Counterterm 在 𝑀𝑆 重整化方案下确定 Counterterm

−𝑍6 +
1
𝜖

2
𝑦2
𝑒

(4𝜋)2
− 1
𝜖

8
𝑒2

(4𝜋)2
= −1 (10.788)
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10.12 Renormalisation with yukawa interaction in QED

于是

𝑍6 = 1 + 1
𝜖

2
𝑦2
𝑒

(4𝜋)2
− 1
𝜖

8
𝑒2

(4𝜋)2
(10.789)

Renormalisation group equation 考虑裸量和重整化后的量之间的联系。重整化后的量是

L =
1
2
𝑍ℎ𝜕𝜇ℎ𝜕

𝜇ℎ − 1
2
𝑍𝑚ℎ𝑚

2
ℎℎ

2 + 𝜓(𝑖 /𝜕𝑍2 − 𝑚𝑍𝑚)𝜓 −
1
4
𝑍3𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝑍1 𝑒𝜇̃
𝜖 /2𝜓𝛾𝜇𝐴𝜇𝜓 − 𝑦𝑒 𝜇̃𝜖 /21 𝑍6ℎ𝜓̄𝜓 −

1
2

(
𝜕𝜇𝐴

𝜇 )2

(10.790)

Lagrangian 用裸量表示为

L =
1
2
𝜕𝜇ℎ0𝜕

𝜇ℎ0 −
1
2
𝑚2
ℎ0ℎ

2
0 + 𝜓0 (𝑖 /𝜕 − 𝑚0)𝜓0 −

1
4
𝐹𝜇𝜈,0𝐹

𝜇𝜈
0 − 𝑒0𝜓0𝛾

𝜇𝐴𝜇0𝜓0 − 𝑦𝑒0ℎ0𝜓̄0𝜓0 −
1
2

(
𝜕𝜇𝐴

𝜇
0

)2
(10.791)

对比发现，

𝑦𝑒 𝜇̃
𝜖 /2
1 𝑍6𝑍

−1/2
ℎ 𝑍−1

2 = 𝑦𝑒0 (10.792)

𝑒𝜇̃𝜖 /2𝑍1𝑍
−1/2
3 𝑍−1

2 = 𝑒0 (10.793)

总结下之前计算出的 Counterterm

𝑍6 = 1 + 1
𝜖

2
𝑦2
𝑒

(4𝜋)2
− 1
𝜖

8
𝑒2

(4𝜋)2
(10.794)

𝑍1 = 1 − 1
𝜖

𝑒2

8𝜋2 −
1
𝜖

1
2
𝑦2
𝑒

8𝜋2 (10.795)

𝑍ℎ = 1 − 1
𝜖

4
𝑦2
𝑒

(4𝜋)2
(10.796)

𝑍2 = 1 −
(
𝑦2
𝑒

16𝜋2 +
𝑒2

8𝜋2

)
1
𝜖

(10.797)

𝑍3 = 1 − 8
𝑒2

(4𝜋)2
1
𝜖

(10.798)

直接带入，写为

𝑦𝑒 𝜇̃
𝜖 /2
1

(
1 + 1

𝜖
2𝛼𝑦 −

1
𝜖

8𝛼 + 1
𝜖

2𝛼𝑦 +
1
𝜖
𝛼𝑦 +

1
𝜖

2𝛼
)
= 𝑦𝑒0 (10.799)

𝛼1/2
𝑦 𝜇̃𝜖 /21

(
1 + 1

𝜖
5𝛼𝑦 −

1
𝜖

6𝛼
)
= 𝛼1/2

𝑦0 (10.800)

以及

𝛼1/2 𝜇̃𝜖 /2
(
1 − 1

𝜖
2𝛼 − 1

𝜖
𝛼𝑦 +

1
𝜖

4𝛼 + 1
𝜖
𝛼𝑦 +

1
𝜖

2𝛼
)
= 𝑒0 (10.801)

𝛼1/2 𝜇̃𝜖 /2
(
1 + 1

𝜖
4𝛼

)
= 𝛼1/2

0 (10.802)

裸量不随能标变换
𝑑 ln𝛼𝑦0

𝑑 ln 𝜇̃1
=

𝑑

𝑑 ln 𝜇̃1

(
ln𝛼𝑦 + 𝜖 ln 𝜇̃1 +

1
𝜖

(
10𝛼𝑦 − 12𝛼

) )
= 0 (10.803)

𝜖 + 1
𝛼𝑦

𝑑𝛼𝑦

𝑑 ln 𝜇̃1
+ 1
𝜖

(
10

𝑑𝛼𝑦

𝑑 ln 𝜇̃1
− 12

𝑑𝛼

𝑑 ln 𝜇̃1

)
= 0 (10.804)

同理

𝑑 ln𝛼0

𝑑 ln 𝜇̃
=

𝑑

𝑑 ln 𝜇̃

(
ln𝛼 + 𝜖 ln 𝜇̃ + 1

𝜖
4𝛼

)
= 0 (10.805)

𝜖 + 1
𝛼

𝑑𝛼

𝑑 ln 𝜇̃
+ 1
𝜖

(
4
𝑑𝛼

𝑑 ln 𝜇̃

)
= 0 (10.806)
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10.12 Renormalisation with yukawa interaction in QED

通过计算 𝑑 ln 𝛼0
𝑑 ln 𝜇̃1

= 0 , 以及第一个式子，可以确定

𝑑𝛼𝑦

𝑑 ln 𝜇̃1
= −𝜖𝛼𝑦 + 𝛽𝑦1,

𝑑𝛼

𝑑 ln 𝜇̃1
= 𝛽𝑒2. (10.807)

直接带入得到

𝛽𝑦1 = −10𝛼2
𝑦 (10.808)
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Yang Mills Field theory

这一章是 Yang-Mills 场论，或者说叫做规范场论, Gauge field。这一部分 Lie 群的群元都是按照 exp [𝑖𝑇]展开

的。

11.1 Gauge Transformation
Connection 类似于 QED 中的情况，Gauge transformation 是

𝜓(𝑥) → exp
(
𝑖𝛼𝑖 (𝑥)R𝑖

)
𝜓(𝑥) ≡ 𝑉 (𝑥)𝜓(𝑥). (11.1)

其中，R𝑖 是一个李群的表示的生成元矩阵。也是李代数表示空间中的基底 (李代数乘法关系是 [R𝑖 ,R 𝑗 ] = 𝑖 𝑓 𝑖 𝑗𝑘R𝑘)。
它的维度是 𝑛 × 𝑛。𝜓(𝑥)有 n 个，是群表示空间中的向量，不过这里群的指标没有写出来。这样的变换叫做 local
Gauge transformation. 注意到不同的两个点的场的 Gauge transformation 是不一样的，所以

𝜓(𝑦) − 𝜓(𝑥) (11.2)

在规范变换下很奇怪。也就是传统的导数在规范变换下会很奇怪。为了解决这个问题，定义一个叫做 Connection
的量, 规定它在规范变换下有性质。

𝑈 (𝑦, 𝑥) → 𝑉 (𝑦)𝑈 (𝑦, 𝑥)𝑉† (𝑥). (11.3)

它的好处在于, 在规范变换下

𝑈 (𝑦, 𝑥)𝜓(𝑥) → 𝑉 (𝑦)𝑈 (𝑦, 𝑥)𝜓(𝑥). (11.4)

对 Connection 有两点要求

1) 𝑈 (𝑥, 𝑥) = I𝑛.
2) 𝑈𝑈† = I.

认为 Connection 可以展开为

𝑈 (𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑥) = I + 𝑖𝑔𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖𝛿𝑥𝜇 . (11.5)

按照这个展开方式，𝑈 (𝑥, 𝑥) = I自动满足。想要满足 𝑈𝑈† = I, 需要 R𝑖 =
(
R𝑖

)†, 这本质上是要求 𝑈 (𝑦, 𝑥) 李群是

𝑆𝑈 群或者说𝑈 群的群元。这里的 𝐴𝑖𝜇 (理解为规范场) 相当于群参数是一个实数。

Covariant derivative 有了联络之后，协变导数定义为

𝐷𝜇𝜓(𝑥) = lim
𝛿𝑥→0

𝜓(𝑥 + 𝛿𝑥) −𝑈 (𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑥)𝜓(𝑥)
𝛿𝑥𝜇

, (11.6)

= 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔 𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖 . (11.7)

场的协变导数的规范变换是

𝐷𝜇𝜓(𝑥) → lim
𝛿𝑥→0

exp
(
𝑖𝛼(𝑥 + 𝛿𝑥)R𝑖

) 𝜓(𝑥 + 𝛿𝑥) −𝑈 (𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑥)𝜓(𝑥)
𝛿𝑥𝜇

= 𝑉 (𝑥)𝐷𝜇𝜓(𝑥). (11.8)

也就是，场的协变导数在规范变换下和场本身是一样的。这样，就可以定义一个规范不变的量，也就是费米子

的作用量

𝜓(𝑖 /𝐷 − 𝑚)𝜓. (11.9)

Vector field under gauge transformation 为了保证 Connection 在规范变换下的表现，

I + 𝑖𝑔𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖𝛿𝑥𝜇 →𝑉 (𝑥 + 𝛿𝑥)
(
I + 𝑖𝑔𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖𝛿𝑥𝜇

)
𝑉† (𝑥), (11.10)

=
(
I + 𝑖𝛼𝑖 (𝑥 + 𝛿𝑥)R𝑖

) (
I + 𝑖𝑔𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖𝛿𝑥𝜇

) (
I − 𝑖𝛼𝑖 (𝑥)R𝑖

)
, (11.11)

=I + 𝑖𝛼𝑖 (𝑥 + 𝛿𝑥)R𝑖 − 𝑖𝛼𝑖 (𝑥)R𝑖 +
(
I + 𝑖𝛼𝑖 (𝑥 + 𝛿𝑥)R𝑖

)
𝑖𝑔𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖𝛿𝑥𝜇

(
I − 𝑖𝛼𝑖 (𝑥)R𝑖

)
, (11.12)



11.1 Gauge Transformation

对比左右式子的系数，得到 vector field 的 Gauge transformation

𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖𝛿𝑥𝜇 →
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑖 (𝑥) R𝑖𝛿𝑥𝜇 + 𝐴𝑖𝜇 (𝑥) R𝑖𝛿𝑥𝜇 + 𝑖𝛼 𝑗 (𝑥) 𝐴𝑖𝜇
[
R 𝑗 ,R𝑖

]
𝛿𝑥𝜇, (11.13)

=
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑖 (𝑥) R𝑖𝛿𝑥𝜇 + 𝐴𝑖𝜇 (𝑥) R𝑖𝛿𝑥𝜇 + 𝑖𝛼 𝑗 (𝑥) 𝐴𝑖𝜇 𝑖 𝑓 𝑗𝑖𝑘R𝑘 𝛿𝑥𝜇, (11.14)

=𝐴𝑖𝜇 (𝑥) R𝑖𝛿𝑥𝜇 +
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑖 (𝑥) R𝑖𝛿𝑥𝜇 − 𝛼 𝑗 (𝑥) 𝐴𝑘𝜇 𝑓 𝑖 𝑗𝑘R𝑖 𝛿𝑥𝜇, (11.15)

也就是

𝐴𝑖𝜇 (𝑥) → 𝐴𝑖𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑖 (𝑥) + 𝛼𝑘 (𝑥) 𝑓 𝑖 𝑗𝑘 𝐴 𝑗𝜇 (𝑥). (11.16)

如果考虑到李代数在李代数空间中的伴随表示，生成元算符 (𝑇𝑎𝐴)
𝑏𝑐 = −𝑖 𝑓 𝑎𝑏𝑐, 可以进一步化简上式

𝐴𝑖𝜇 (𝑥) →𝐴𝑖𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑖 (𝑥) + 𝛼𝑘 (𝑥) 𝑓 𝑘𝑖 𝑗 𝐴 𝑗𝜇 (𝑥), (11.17)

=𝐴𝑖𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑖 (𝑥) − 𝐴 𝑗𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑗𝑖𝑘 𝛼𝑘 (𝑥), (11.18)

=𝐴𝑖𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑖 (𝑥) − 𝐴 𝑗𝜇 (𝑥) (𝑇 𝑗𝐴)
𝑖𝑘 𝛼𝑘 (𝑥), (11.19)

=𝐴𝑖𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝐷
𝑖 𝑗
𝜇 𝛼

𝑗 (𝑥). (11.20)

其中，这个协变导数是伴随表示的协变导数。这里都是无穷小变换，对于有限的变换，变换关系应该是

𝐴𝜇 → 𝑉 (𝑥)𝐴𝜇𝑉† (𝑥) −
𝑖

𝑔

(
𝜕𝜇𝑉 (𝑥)

)
𝑉† (𝑥). (11.21)

Yang mills field strength Yang mills field strength 定义为[
𝐷𝜇, 𝐷𝜈

]
𝜓 ≡ −𝑖𝑔𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖𝜓. (11.22)

直接计算得到杨-mills 场强

𝐹𝑖𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑖𝜇 + 𝑔𝐴𝑘𝜇𝐴

𝑗
𝜈 𝑓

𝑘 𝑗𝑖 . (11.23)

由于场的协变导数规范变换规则和场本身相同，所以多次协变导数作用到场上后的规范变换规律和场本身

也相同。也就是 [
𝐷𝜇, 𝐷𝜈

]
𝜓(𝑥) → 𝑉 (𝑥)

[
𝐷𝜇, 𝐷𝜈

]
𝜓(𝑥) = 𝑉 (𝑥)

[
𝐷𝜇, 𝐷𝜈

]
𝑉† (𝑥)𝑉 (𝑥)𝜓(𝑥). (11.24)

也就是说 Yang-mills 场强在规范变换下的变换规律是

𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖 → 𝑉 (𝑥)𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖𝑉† (𝑥) =
(
1 + 𝑖𝛼 𝑗R 𝑗

)
𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖

(
1 − 𝑖𝛼𝑘R𝑘

)
. (11.25)

场强的具体变换规律是

𝐹𝑖𝜇𝜈 → 𝐹𝑖𝜇𝜈 + 𝑖𝛼𝑘 𝑓 𝑘 𝑗𝑖𝐹
𝑗
𝜇𝜈 . (11.26)

Quadratic gauge invariant field strength 注意到 Field Strength 的规范变换规律是

𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖 → 𝑉 (𝑥)𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖𝑉† (𝑥), (11.27)

可以构造一个规范不变的量，直接验证可以发现它确实是规范不变的。

𝑇𝑟
(
𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖 𝐹𝜇𝜈 𝑗R 𝑗

)
→ 𝑇𝑟

(
𝑉 𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖 𝐹𝜇𝜈 𝑗R 𝑗 𝑉†

)
= 𝑇𝑟

(
𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖 𝐹𝜇𝜈 𝑗R 𝑗

)
. (11.28)

其中的 trace 操作时在李群的表示空间，由于李代数生成元有性质 𝑇𝑟 R𝑖R 𝑗 = 𝐶 𝛿𝑖 𝑗 , 所以 Field strength 可以写成

更简单的形,
𝑇𝑟

(
𝐹𝑖𝜇𝜈R𝑖 𝐹𝜇𝜈 𝑗R 𝑗

)
= 𝐶 𝐹𝑖𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑖 , (11.29)

这个量是规范不变的，也是 Lorentz 不变的。
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11.2 Quantization of YangMills field

Lagrangian of YangMills field 直接构造一个规范不变的 Lagrangian

L𝑌𝑀 = 𝜓
(
𝑖 /𝐷 − 𝑚

)
𝜓 − 1

4
𝐹𝑖𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑖 . (11.30)

其中

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔 𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖 , 𝐹𝑖𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑖𝜇 + 𝑔𝐴𝑘𝜇𝐴

𝑗
𝜈 𝑓

𝑘 𝑗𝑖 . (11.31)

其中, f 是 Lie Algebra 的结构常数。定义为
[
R𝑖 ,R 𝑗

]
= 𝑖 𝑓 𝑖 𝑗𝑘R𝑘。

11.2 Quantization of YangMills field
用 Faddeev-popov 量子化方法，也就是在用路径积分的方法量子化 QED 时候引入的方法。问题在于计算泛

函积分 ˆ
D𝐴 exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎

]
. (11.32)

利用泛函积分恒等式 ( 𝛼(𝑥)应该写成 Π𝑎𝛼𝑎 (𝑥), 𝐺 (𝐴𝛼)应该写成 Π𝑎𝐺𝑎 (𝐴𝛼), 导数也应该写成 𝛿𝐺𝑎 (𝐴𝛼 )
𝛿𝛼𝑏 (𝑥 ) , 但是没写)

1 =
ˆ
D𝛼(𝑥)𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] det

(
𝛿𝐺 (𝐴𝛼)(𝑦)
𝛿𝛼(𝑥)

)
. (11.33)

其中

(𝐴𝛼)𝑎𝜇 ≡ 𝐴𝑎𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝐷𝑎𝑏𝜇 𝛼

𝑏 (𝑥) = 𝐴𝑎𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝜕𝜇𝛼

𝑎 (𝑥) − 𝐴𝑐𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑐𝑎𝑏 𝛼𝑏 (𝑥), (11.34)

𝐺𝑎 (𝐴𝛼) (𝑥) ≡ 𝜕𝜇 (𝐴𝛼)𝑎𝜇 (𝑥) − 𝜔𝑎 (𝑥) = 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝜕𝜇𝜕𝜇𝛼

𝑎 (𝑥) − 𝜕𝜇
(
𝐴𝑐𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑐𝑎𝑏 𝛼𝑏 (𝑥)

)
, (11.35)

= 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥) +
1
𝑔
𝜕𝜇𝐷𝑎𝑏𝜇 𝛼

𝑏 (𝑥). (11.36)

其实这里是不太严谨的，因为这个变换甚至不是线性变换。但是这个泛函积分公式是从线性变换推广得到的。不

过插入这一项的意义确实是引入了一个 𝛼 来满足指定的规范条件。在插入这一项之后场的真空期望值是ˆ
D𝛼
ˆ
D𝐴𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] det

(
𝛿𝐺 (𝐴𝛼)(𝑦)
𝛿𝛼(𝑥)

)
exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎

]
, (11.37)

Ghost Field 对于行列式，
𝛿𝐺𝑎 (𝐴𝛼) (𝑦)
𝛿𝛼𝑏 (𝑥)

=
1
𝑔
𝜕
𝜇
𝑦 𝐷

𝑎𝑏
𝜇 (𝑦)𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥) =

1
𝑔

[
𝜕
𝜇
𝑦

(
𝜕𝜇 𝑦𝛿

𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑦) 𝑓 𝑐𝑎𝑏
)] (

𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥)
)
, (11.38)

注意到 Grassmann 代数中有性质 ˆ
D𝑐D𝑐 exp

(
𝑐†𝑀𝑐

)
= det (𝑀) . (11.39)

上面的行列式是 (扔掉了常数 g )

det
(
𝛿𝐺𝑎 (𝐴𝛼)
𝛿𝛼𝑏 (𝑥)

)
=
ˆ
D𝑐D𝑐 exp

(ˆ
𝑑4𝑦

ˆ
𝑑4𝑥𝑐𝑎 (𝑦)

{
𝜕
𝜇
𝑦

(
𝜕𝜇 𝑦𝛿

𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑦) 𝑓 𝑐𝑎𝑏
)
𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥)

}
𝑐𝑏 (𝑥)

)
, (11.40)

=
ˆ
D𝑐D𝑐 exp

(ˆ
𝑑4𝑦

ˆ
𝑑4𝑥𝑐𝑎 (𝑦)

{
𝜕
𝜇
𝑦

(
𝜕𝜇 𝑦𝛿

𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑦) 𝑓 𝑐𝑎𝑏
)
𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥)

}
𝑐𝑏 (𝑥)

)
. (11.41)

在上面的式子中，偏导数会作用到大括号内的所有右侧函数上。注意到{´
𝑑𝑦
´
𝑑𝑥 𝑓 (𝑦) 𝑑 𝛿 (𝑦−𝑥 )𝑑𝑦 𝑓 (𝑥) = −

´
𝑑𝑦
´
𝑑𝑥 𝑑 𝑓 (𝑦)𝑑𝑦 𝛿(𝑦 − 𝑥) 𝑓 (𝑥), (11.42)

上式化简为

det
(
𝛿𝐺𝑎 (𝐴𝛼)
𝛿𝛼𝑏 (𝑥)

)
=
ˆ
D𝑐D𝑐 exp

(
−
ˆ
𝑑4𝑦

ˆ
𝑑4𝑥

[
𝜕
𝜇
𝑦 𝑐

𝑎 (𝑦)
] {(

𝜕𝜇 𝑦𝛿
𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑦) 𝑓 𝑐𝑎𝑏

)
𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥)

}
𝑐𝑏 (𝑥)

)
, (11.43)

=
ˆ
D𝑐D𝑐 exp

(
−
ˆ
𝑑4𝑦

ˆ
𝑑4𝑥

[
𝜕
𝜇
𝑦 𝑐

𝑎 (𝑦)
] {(

𝜕𝜇 𝑥𝛿
𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑐𝑎𝑏

)
𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥)

}
𝑐𝑏 (𝑥)

)
, (11.44)

159



11.2 Quantization of YangMills field

=
ˆ
D𝑐D𝑐 exp

(
−
ˆ
𝑑4𝑦

ˆ
𝑑4𝑥

[
𝜕
𝜇
𝑦 𝑐

𝑎 (𝑦)
] {(
−𝜕𝜇 𝑥𝛿𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑐𝑎𝑏

)
𝛿 (4) (𝑦 − 𝑥)

}
𝑐𝑏 (𝑥)

)
.

(11.45)

在这个式子中，对 𝑐的偏导数不会作用到后边的 delta 函数。需要注意，里面的微分是作用在 delta 函数上的，把

他们用分布积分拿出来，产生一个负号，最终

det
(
𝛿𝐺𝑎 (𝐴𝛼)
𝛿𝛼𝑏 (𝑥)

)
=
ˆ
D𝑐D𝑐 exp

(
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 (𝜕𝜇𝑐𝑎 (𝑥))

(
𝜕𝜇 𝑥𝛿

𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑐𝑎𝑏
)
𝑐𝑏 (𝑥)

)
. (11.46)

其中的 -i 可以在矩阵求行列式之前就加上，反正它只是一个系数，所以可以随便加。整理一下，这个行列式相

当于给 Lagrangian 中加入了一个 Faddeev-popov Ghost field，是标量的反对易的场，比较奇怪。这个 ghost field 贡

献了 Lagrangian ˆ
𝑑4𝑥L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 =

ˆ
𝑑4𝑥 (𝜕𝜇𝑐𝑎 (𝑥))

(
𝜕𝜇𝛿

𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑐𝑎𝑏
)
𝑐𝑏 (𝑥), (11.47)

= −
ˆ
𝑑4𝑥 (𝜕𝜇𝑐𝑎 (𝑥)) 𝐷𝑎𝑏𝜇 𝑐𝑏 (𝑥). (11.48)

注意，这个协变导数是伴随表示的协变导数。

Generating function 现在回到之前计算真空期望值ˆ
D𝛼
ˆ
D𝐴𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] det

(
𝛿𝐺 (𝐴𝛼) (𝑦)
𝛿𝛼(𝑥)

)
exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎

]
(11.49)

=
ˆ
D𝛼
ˆ
D𝐴𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
]
, (11.50)

注意到现在的积分中已经没有了规范变换场，所以可以把对规范变换的泛函积分扔掉 (吸收到常数项里)

〈Ω|Ω〉 =
ˆ
D𝐴𝛿 [𝐺 (𝐴𝛼)] exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
]
, (11.51)

=
ˆ
D𝐴𝛿

[
𝜕𝜇 (𝐴𝛼)𝑎𝜇 (𝑥) − 𝜔𝑎 (𝑥)

]
exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
]
. (11.52)

现在有一个问题，就是实际上 ghost field Lagrangian 不是规范不变的，但是按照 QED 中的处理，应该把对矢量

场 𝐴的泛函积分变成规范变换后的场 𝐴𝛼，但是这里似乎不能这样处理，如果强行

，指数上面的项也确实是规范不变的。

〈Ω|Ω〉 =
ˆ
D𝐴𝛿

[
𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥) − 𝜔𝑎 (𝑥)

]
exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
]
. (11.53)

按照 QED 中的处理，现在对 𝑤𝑎 (𝑥)泛函积分

〈Ω|Ω〉 =N(𝜉)
ˆ
D𝐴
ˆ
D𝑤𝑎 exp

(
− 𝑖

2𝜉

ˆ
𝑑4𝑥 𝑤𝑎 (𝑥)𝑤𝑎 (𝑥)

)
𝛿
[
𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥) − 𝜔𝑎 (𝑥)

]
exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
]
,

(11.54)

=N(𝜉)
ˆ
D𝐴
ˆ
D𝑤𝑎 exp

(
− 𝑖

2𝜉

ˆ
𝑑4𝑥 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥) 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥)

)
exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡
]
, (11.55)

=N(𝜉)
ˆ
D𝐴
ˆ
D𝑤𝑎 exp

[
𝑖

ˆ
𝑑4𝑥 − 1

4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 −
1
2𝜉

ˆ
𝑑4𝑥 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥) 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥)

]
(11.56)

总的来说，这些操作相当于在原来的 Lagrangian 中加入了几项，一个是 ghost field, 一个是规范固定项，还

有一个本来就有的 Quadratic Yang-Mills field strength. 然后把规范变换作用空间中的向量 — 费米子场也考虑进

来，得到最终的 Lagrangian。

L = L𝑌𝑀 + L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 + L𝐺𝑎𝑢𝑔𝑒𝐹𝑖𝑥 , (11.57)

= 𝜓(𝑖 /𝐷 − 𝑚)𝜓 − 1
4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 + (𝜕𝜇𝑐𝑎 (𝑥)) 𝐷𝑎𝑏𝜇 𝑐𝑏 (𝑥) −
1
2𝜉

𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥) 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 (𝑥). (11.58)

160



11.3 Feynman Rules for Yang Mills Field

其中的协变导数一个是用 Lie 代数的表示空间中表示定义的，一个是在伴随表示空间中定义的。

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔 𝐴𝑖𝜇 (𝑥)R𝑖 , 𝐷
𝑖 𝑗
𝜇 = 𝜕𝜇𝛿

𝑖 𝑗 − 𝑔𝐴𝑘𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑘𝑖 𝑗 , (11.59)

𝐹𝑖𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑖𝜇 + 𝑔𝐴𝑘𝜇𝐴

𝑗
𝜈 𝑓

𝑘 𝑗𝑖 . (11.60)

11.3 Feynman Rules for Yang Mills Field
Quadratic field strength 为了得到FeynmanRules,将Lagrangian展开，首先考虑Quadratic YangMills Field strength,

−1
4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 = −1
4

[
𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 + 𝑔𝐴𝑏𝜇𝐴𝑐𝜈 𝑓 𝑎𝑏𝑐

] [
𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑎 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 𝑎 + 𝑔𝐴𝜇 𝑏𝐴𝜈 𝑐 𝑓 𝑎𝑏𝑐

]
, (11.61)

= −1
4

(
𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑎 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 𝑎) − 1

4
𝑔2𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈 𝑓

𝑎𝑏𝑐𝐴𝜇 𝑑𝐴𝜈 𝑒 𝑓 𝑎𝑑𝑒 (11.62)

− 1
4
𝑔𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈 𝑓

𝑎𝑏𝑐 [𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑎 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 𝑎] − 1
4
𝑔𝐴𝜇 𝑏𝐴𝜈 𝑐 𝑓 𝑎𝑏𝑐

[
𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇

]
. (11.63)

利用分部积分，以及 lie 代数结构常数的反对称性，

−1
4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 = −1
4

(
𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑎 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 𝑎) − 1

4
𝑔2 𝑓 𝑎𝑏𝑒 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝜇 𝑎𝐴𝜈 𝑏𝐴𝑐𝜇𝐴

𝑑
𝜈 (11.64)

− 𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑒𝐴𝑎𝜇𝐴𝑏𝜈𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑒 . (11.65)

计算 QED 的时候将第一部分做了分部积分，这里也是一样的操作{
− 1

4

(
𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇

)
(𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑎 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 𝑎) → 1

2 𝐴
𝜇 𝑒

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 𝑒 . (11.66)

最终结果是

−1
4
𝐹𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 𝑎 =
1
2
𝐴𝜇 𝑒

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 𝑒 − 1

4
𝑔2 𝑓 𝑎𝑏𝑒 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝜇 𝑎𝐴𝜈 𝑏𝐴𝑐𝜇𝐴

𝑑
𝜈 − 𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑒𝐴𝑎𝜇𝐴𝑏𝜈𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑒 . (11.67)

如果考虑规范固定项，这部分 Lagrangian 是

L𝐺𝑎𝑢𝑔𝑒𝐵𝑜𝑠𝑜𝑛 =
1
2
𝐴𝜇 𝑒

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 − 𝜕𝜇𝜕𝜈
)
𝐴𝜈 𝑒 − 1

4
𝑔2 𝑓 𝑎𝑏𝑒 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝜇 𝑎𝐴𝜈 𝑏𝐴𝑐𝜇𝐴

𝑑
𝜈 − 𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑒𝐴𝑎𝜇𝐴𝑏𝜈𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑒 +

1
2𝜉
𝐴𝜇 𝑒𝜕𝜇𝜕𝜈𝐴

𝜈 𝑒 .

(11.68)

Covariant derivative spin-1/2 field spin-1/2 field 对 Lagrangian 贡献为

𝜓(𝑖 /𝐷 − 𝑚)𝜓 = 𝜓
(
𝑖/𝜕 + 𝑔 /𝐴𝑖 (𝑥)R𝑖 − 𝑚

)
𝜓 (11.69)

L𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘 = 𝜓
(
𝑖/𝜕 − 𝑚

)
𝜓 + 𝑔 𝜓 /𝐴𝑎 (𝑥)R𝑎𝜓. (11.70)

ghost field Ghost field 部分的 Lagrangian 是

L𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 = + (𝜕𝜇𝑐𝑎 (𝑥)) 𝐷𝑎𝑏𝜇 𝑐𝑏 (𝑥), (11.71)

= + (𝜕𝜇𝑐𝑎)
(
𝜕𝜇𝛿

𝑎𝑏 − 𝑔𝐴𝑐𝜇 (𝑥) 𝑓 𝑐𝑎𝑏
)
𝑐𝑏, (11.72)

= + (𝜕𝜇𝑐𝑎) 𝜕𝜇 𝑐𝑎 + 𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐 (𝜕𝜇𝑐𝑎) 𝑐𝑏𝐴𝑐𝜇 . (11.73)

Free and interaction Combine these lagrangian

L =𝜓
(
𝑖/𝜕 − 𝑚

)
𝜓 + 1

2
𝐴𝜇 𝑒

(
𝑔𝜇𝜈𝜕

2 −
(
1 − 1

𝜉

)
𝜕𝜇𝜕𝜈

)
𝐴𝜈 𝑒 + (𝜕𝜇𝑐𝑎) 𝜕𝜇 𝑐𝑎 (11.74)

+ 𝑔 𝜓 /𝐴𝑎 (𝑥)R𝑎𝜓 − 1
4
𝑔2 𝑓 𝑎𝑏𝑒 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝜇 𝑎𝐴𝜈 𝑏𝐴𝑐𝜇𝐴

𝑑
𝜈 − 𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑒𝐴𝑎𝜇𝐴𝑏𝜈𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑒 − 𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐 (𝜕𝜇𝑐𝑎) 𝑐𝑏𝐴𝑐𝜇 . (11.75)

第一行可以理解为自由部分，第二行理解为相互作用部分。
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11.3 Feynman Rules for Yang Mills Field

propagator 和 QED 中的光子一样，这里的规范波色子的传播子写为

𝑎 𝜇 x 𝑏 𝜈 𝑦
= 〈 𝐴𝑎𝜇 (𝑥)𝐴𝑏𝜈 (𝑦) 〉 =

1
𝑖

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑦)

𝑘2

(
𝑔𝜇𝜈 − (1 − 𝜉)

𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑘2

)
𝛿𝑎𝑏 . (11.76)

类比标量场，ghost propagator 是

𝑎 𝑥 𝑏 𝑦
= 〈 𝑐𝑎 (𝑥)𝑐𝑏 (𝑦) 〉 = 1

𝑖

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝑦)

−𝑘2 𝛿𝑎𝑏 . (11.77)

fermion propagator 是

𝑖 𝑥 𝑗 𝑦
= 〈 𝜓𝑖 (𝑥)𝜓̄ 𝑗 (𝑦) 〉 =

1
𝑖

ˆ
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
/𝑘 + 𝑚
−𝑘2 + 𝑚2 𝑒

−𝑖𝑘 (𝑥−𝑦)𝛿𝑖 𝑗 . (11.78)

对于动量空间的传播子，将 fourier 积分部分去掉就是动量从左向右的动量空间传播子。

Quark-Quark-Gulon 现在开始考虑相互作用的效果。首先是 Lagrangian 中的这一项

𝑔 𝜓 /𝐴𝑎 (𝑥)R𝑎𝜓 = 𝑔𝐴𝑎𝜇 𝜓𝑖𝛾
𝜇R𝑎𝑖 𝑗𝜓 𝑗 . (11.79)

可以理解为是 Quark-Quark-Gulon 的相互作用，动量空间 Feynman 图画为 (j 想象为入射粒子，i 想相为出射粒子)

𝑗 𝑖

𝑎 𝜇
= 𝑖𝑔𝛾𝜇R𝑎𝑖 𝑗 . (11.80)

Three-Gulon 然后是三个 Gulon 耦合 Lagrangian

−𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐𝐴𝑎𝜇𝐴𝑏𝜈 𝜕𝜇𝐴𝜈 𝑐 . (11.81)

这一项的 Feynman 图画为

𝑎 𝜇 𝑐 𝜌

𝑏 𝜈

𝑝
𝑟

𝑞

= −𝑖𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐
[
−𝑖(𝑟 − 𝑞)𝜇𝑔𝜈𝜌 − 𝑖(𝑟 − 𝑝)𝜈𝑔𝜌𝜇 − 𝑖(𝑝 − 𝑞)𝜌𝑔𝜇𝜈

]
, (11.82)

= −𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐
[
(𝑟 − 𝑞)𝜇𝑔𝜈𝜌 + (𝑟 − 𝑝)𝜈𝑔𝜌𝜇 + (𝑝 − 𝑞)𝜌𝑔𝜇𝜈

]
. (11.83)

对这一项写一个说明，观察

−𝑖𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐 (−𝑖𝑟)𝜇 𝑔𝜈𝜌, (11.84)

动量来自于 Lagrangian 中的 𝜕𝜇, 由于传播子是 exp(−𝑖𝑘 · · · )的形式，所以有一个 -i。动量的分量指标由一个 gulon
场的指标确定，这里是 𝜇。剩下的两个场由于在 Lagrangian 中只有指标相同的才会缩并，所以产生一个 𝑔𝜈𝜌。

(Feynman 规范)，其他的都是交换指标产生的，所以有一些正负号差距。

4-Gulon 4 个 Gulon 相互作用 Lagrangian 写为

−1
4
𝑔2 𝑓 𝑎𝑏𝑒 𝑓 𝑐𝑑𝑒𝐴𝜇 𝑎𝐴𝜈 𝑏𝐴𝑐𝜇𝐴

𝑑
𝜈 . (11.85)
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11.4 ElectroWeak Interaction

这一项的 Feynman 图画为

𝑎 𝜇 𝑑 𝜎

𝑏 𝜈 𝑐 𝜌
(11.86)

= −𝑖𝑔2 [
𝑓 𝑎𝑏𝑒 𝑓 𝑐𝑑𝑒

(
𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜌 − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌

)
+ 𝑓 𝑎𝑐𝑒 𝑓 𝑑𝑏𝑒

(
𝑔𝜇𝜎𝑔𝜌𝜈 − 𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎

)
+ 𝑓 𝑎𝑑𝑒 𝑓 𝑏𝑐𝑒

(
𝑔𝜇𝜈𝑔𝜎𝜌 − 𝑔𝜇𝜌𝑔𝜎𝜈

) ]
. (11.87)

ghost-ghost-gulon 考虑 ghost field 和规范波色子的 interaction 作用量。

−𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐 (𝜕𝜇𝑐𝑎) 𝑐𝑏𝐴𝑐𝜇 = −𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐
(
𝜕𝜇𝑐𝑏

)
𝑐𝑐𝐴𝑎𝜇 . (11.88)

这一项的 Feynman 图画为

𝑐 𝑏

𝑎 𝜇

𝑟 𝑞

= −𝑖𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐 (−𝑖𝑞𝜇) = −𝑔 𝑓 𝑎𝑏𝑐𝑞𝜇 . (11.89)

11.4 ElectroWeak Interaction
”We are now in a position to describe what is, undoubtedly, one of the high-points of human discovery; the Glashow-

Weinberg-Salam model of electroweak interactions.” 虽然我觉得这个东西很奇怪，但是也能接受吧。。。都算完了，

才发现𝑊+ 和𝑊− 定义反了，不想再算一遍了，看的时候注意一下

这一部分中，𝑒表示一个电子带有的电量的绝对值， ，这样规定的目的是为了方便将右手电子的

超荷定义为 −1.

Lagrangian Consider 两个复标量场（Higgs Field），规范变换是 𝑆𝑈 (2) ×𝑈 (1)。其中 𝑆𝑈 (2) 是基础表示，𝑈 (1)
是 1

2 表示。具体来说，𝑆𝑈 (2) 群的基础表示有三个生成元矩阵，定义为 𝜏𝑖 ≡ 𝜎𝑖

2 , 𝑆𝑈 (2) 基础表示的群元素用群

参数表示为 exp (𝑖𝛼𝑎 (𝑥)𝜏𝑎)。𝑈 (1) 群的 1
2 表示有一个生成元，是 𝑌 = 1

2 I, 𝑈 (1) 的
1
2 表示的群元用群参数表示为

exp (𝑖𝛽𝑌 ). 总的来说, 规范变换是 exp (𝑖𝛼𝑎 (𝑥)𝜏𝑎) exp (𝑖𝛽𝑌 )。
Lagrangian 写为

L = −1
4
𝑊𝑎
𝜇𝜈𝑊

𝑎,𝜇𝜈 − 1
4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈 + (𝐷𝜇𝜙)†
(
𝐷𝜇𝜙

)
−𝑉 (𝜙). (11.90)

其中，Covariant derivative 定义为

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔1𝐵𝜇𝑌 − 𝑖𝑔2𝑊
𝑎
𝜇𝜏

𝑎 . (11.91)

Spontaneous Symmetry Breaking 这部分还没整理到笔记里，ipad 上面有一些不严谨的计算，关键问题是如何

证明在所有的对称性破缺里面都可以通过取 Unitary Gauge 将 Higgs Field 的自由度减少破缺数量个。

如果 Lagrangian 中的势能项有势能最小点 𝜙0 = 1√
2

(
0
𝑣

)
. 这个势能极小点在 𝑆𝑈 (2) ×𝑈 (1) 群的一些变换下不

变，具体来说，考虑变换 𝛼1 = 𝛼2 = 0, 𝛼3 = 𝛽. 此时，规范变换作用在势能最小点的效果是

exp
(
𝑖𝛼3𝜎

3

2

)
exp

(
𝑖𝛽
I

2

)
1
√

2

(
0
𝑣

)
=

1
√

2
exp

[
𝑖𝛽

1
2

(
2 0
0 0

)] (
0
𝑣

)
=

1
√

2

(
0
𝑣

)
. (11.92)

也就是有一个生成元

(
1 0
0 0

)
是保持了 Vacuum 不变。根据 Goldstone Theorem,

1. 一共有 4 个生成元生成的变换保持 Lagrangian 不变，

2. 有 1 个生成元生成的变换保持 Vacuum 不变
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11.4 ElectroWeak Interaction

于是

3 个生成元破缺 ⇒︸︷︷︸
Goldston Theorem

生成三个无质量 Goldston 粒子 (11.93)

⇒︸︷︷︸
通过取 Unitary Gauge

吸收掉 Higgs Field 的三个自由度; Gauge Field 获得 3 个质量项 (11.94)

Higgs Field 的三个自由度被吸收掉后 Higgs 场只剩下一个实标量场

𝜙(𝑥) = 1
√

2

(
0

𝑣 + 𝐻 (𝑥)

)
(11.95)

Lagrangian After SSB 现在要做的事情就是将破缺后的 Higgs Field 带入 Lagrangian. 首先注意到

𝐷𝜇𝜙 =
1
√

2

(
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔1𝐵𝜇𝑌 − 𝑖𝑔2𝑊

𝑎
𝜇𝜏

𝑎
) (

0
𝑣 + 𝐻 (𝑥)

)
(11.96)

=
1
√

2

(
−𝑔2𝑊

2
𝜇

1
2 (𝑣 + 𝐻) − 𝑖𝑔2𝑊

1
𝜇

1
2 (𝑣 + 𝐻)

𝜕𝜇𝐻 + 𝑖𝑔2𝑊
3
𝜇

1
2 (𝑣 + 𝐻) − 𝑖𝑔1𝐵𝜇

1
2 (𝑣 + 𝐻)

)
(11.97)

之后，考虑 Higgs 场的动力学项

(𝐷𝜇𝜙)†
(
𝐷𝜇𝜙

)
=

1
2

(
1
4
𝑔2

2

(
𝑊2
𝜇

)2
(𝑣 + 𝐻)2 + 1

4
𝑔2

2

(
𝑊1
𝜇

)2
(𝑣 + 𝐻)2 (11.98)

+
(
𝜕𝜇𝐻

)2 + 1
4

(
𝑔2𝑊

3
𝜇 − 𝑔1𝐵𝜇

)2
(𝑣 + 𝐻)2

)
(11.99)

=
1
2

(
𝜕𝜇𝐻

)2 + 1
8
(𝑔2)2

[(
𝑊1
𝜇

)2
+

(
𝑊2
𝜇

)2
]
(𝑣 + 𝐻)2 (11.100)

+ 1
8
(𝑣 + 𝐻)2

(
𝑊3
𝜇𝑔2 − 𝐵𝜇𝑔1

)2
(11.101)

最后一项可以写为 (
𝑊3
𝜇𝑔2 − 𝐵𝜇𝑔1

)2
=

(
𝑊3
𝜇 𝐵𝜇

) (
𝑔2

2 −𝑔1𝑔2

−𝑔1𝑔2 𝑔2
1

) (
𝑊3𝜇

𝐵𝜇

)
(11.102)

Charged Gauge boson 定义场

𝑊±𝜇 =
1
√

2

(
𝑊1
𝜇 ± 𝑖𝑊2

𝜇

)
(11.103)

逆变换:

𝑊1
𝜇 =

1
√

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)
, (11.104)

𝑊2
𝜇 =

1
√

2
1
𝑖

(
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
. (11.105)

于是，动能中的这一项变为 (
𝑊1
𝜇

)2
+

(
𝑊2
𝜇

)2
= 2𝑊+𝜇𝑊−𝜇 . (11.106)

于是，相当于又了一个质量项
1
4
(𝑔2)2𝑣2 𝑊+𝜇𝑊

−𝜇 . (11.107)

也就是，Charged Gauge Boson𝑊 Boson 的质量是

𝑚𝑊 =
1
2
𝑔2𝑣. (11.108)
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11.4 ElectroWeak Interaction

Weinberg Angle 按照动力学项中的形式，𝑊3 规范场和 𝐵规范场耦合在了一起。可以通过转动操作将他们分开。

定义变换为 (
𝑊3
𝜇

𝐵𝜇

)
=

1√
𝑔2

1 + 𝑔2
2

(
𝑔2 𝑔1

−𝑔1 𝑔2

) (
𝑍𝜇

𝐴𝜇

)
=

(
cos 𝜃𝑤 sin 𝜃𝑤
− sin 𝜃2 cos 𝜃𝑤

) (
𝑍𝜇

𝐴𝜇

)
(11.109)

逆变换类似于逆转动，定义为 (
𝑍𝜇

𝐴𝜇

)
=

(
cos 𝜃𝑤 − sin 𝜃𝑤
sin 𝜃2 cos 𝜃𝑤

) (
𝑊3
𝜇

𝐵𝜇

)
. (11.110)

其中的角度叫做 Weinberg Angle. 在这个变化下，耦合项写为(
𝑊3
𝜇 𝐵𝜇

) (
𝑔2

2 −𝑔1𝑔2

−𝑔1𝑔2 𝑔2
1

) (
𝑊3𝜇

𝐵𝜇

)
= (11.111)

(
𝑍𝜇 𝐴𝜇

) 1
𝑔2

1 + 𝑔2
2

(
𝑔2 −𝑔1

𝑔1 𝑔2

) (
𝑔2

2 −𝑔1𝑔2

−𝑔1𝑔2 𝑔2
1

) (
𝑔2 𝑔1

−𝑔1 𝑔2

) (
𝑍𝜇

𝐴𝜇

)
=

(
𝑍𝜇 𝐴𝜇

) (
𝑔2

1 + 𝑔2
2 0

0 0

) (
𝑍𝜇

𝐴𝜇

)
(11.112)

所以，在经过变换之后，原来的规范场变为了质量为 1
2𝑣

√
𝑔2

1 + 𝑔2
2 = 𝑔2𝑣

2 cos 𝜃𝑤 的重矢量场 𝑍𝜇, 以及一个无质量矢量

场 𝐴𝜇.

Lagrangian After SSB and redefinition 在对规范场做重新定义之后，原来的场强项的形式会有所改变，目标是

将规范场强项

𝑊𝑎
𝜇𝜈𝑊

𝑎𝜇𝜈 + 𝐵𝜇𝜈𝐵𝜇𝜈 (11.113)

用变换后的场表示。首先，在一般的规范变换中，场强定义为

𝐹𝑖𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑖𝜇 + 𝑔𝐴𝑘𝜇𝐴

𝑗
𝜈 𝑓

𝑘 𝑗𝑖 . (11.114)

对于 𝑆𝑈 (2)的自身表示，生成元的对易关系是
[
𝜏𝑎, 𝜏𝑏

]
= 𝑖𝜖𝑎𝑏𝑐𝜏𝑐, 结构常数就是 Levi-Civita Tensor 𝜖 . 于是

𝑊1
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑊

1
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊1

𝜇 + 𝑔2

(
𝑊2
𝜇𝑊

3
𝜈 −𝑊3

𝜇𝑊
2
𝜈

)
(11.115)

=

√
2

2
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 + 𝜕𝜇𝑊−𝜈

)
−
√

2
2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 + 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)
(11.116)

+ 𝑔2
1
𝑖

√
2

2

((
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈) −

(
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

) (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

) )
. (11.117)

𝑊2
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑊

2
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊2

𝜇 + 𝑔2

(
𝑊3
𝜇𝑊

1
𝜈 −𝑊1

𝜇𝑊
3
𝜈

)
(11.118)

=

√
2

2
1
𝑖

(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−𝜈

)
−
√

2
2

1
𝑖

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 − 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)
(11.119)

+ 𝑔2

√
2

2

( (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

)
− (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

))
. (11.120)

𝑊3
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑊

3
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊3

𝜇 + 𝑔2

(
𝑊1
𝜇𝑊

2
𝜈 −𝑊1

𝜈𝑊
2
𝜇

)
(11.121)

=
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

)
−

(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

)
(11.122)

+ 𝑔2
1
𝑖

1
2

((
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)
−

(
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

))
. (11.123)

以及

𝐵𝜇𝜈 =
(
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

)
−

(
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

)
. (11.124)

首先考虑 term

𝑊1
𝜇𝜈𝑊

1𝜇𝜈 +𝑊2
𝜇𝜈𝑊

2𝜇𝜈 =

(√
2

2
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 + 𝜕𝜇𝑊−𝜈

)
−
√

2
2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 − 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)
(11.125)
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−𝑖𝑔2

√
2

2

((
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈) −

(
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

) (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

) ))2

(11.126)

+
(√

2
2

1
𝑖

(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−𝜈

)
−
√

2
2

1
𝑖

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 − 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)
(11.127)

+𝑔2

√
2

2

( (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

)
− (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)))2

(11.128)

将它展开
1
2

(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 + 𝜕𝜇𝑊−𝜈

)2︸                   ︷︷                   ︸
1

+ 1
2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 + 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)2︸                    ︷︷                    ︸
2

− 1
2

(
𝑔2

2

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃2𝐴𝜈)2

(
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)2︸                                                     ︷︷                                                     ︸
3

(11.129)

−
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 + 𝜕𝜇𝑊−𝜈

) (
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 + 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)
︸                                       ︷︷                                       ︸

4

− 𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 + 𝜕𝜇𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸

5

(11.130)

+ 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 + 𝜕𝜈𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸

6

(11.131)

− 1
2

(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−𝜈

)2︸                    ︷︷                    ︸
1

− 1
2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 − 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)2︸                    ︷︷                    ︸
2

+1
2
𝑔2

2
(
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

)2 ( (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

) )2︸                                                  ︷︷                                                  ︸
3

(11.132)

+
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−𝜈

) (
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 − 𝜕𝜈𝑊−𝜇

)
︸                                       ︷︷                                       ︸

4

− 𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)︸                                                                     ︷︷                                                                     ︸
6

(11.133)

+ 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 − 𝜕𝜈𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸
5

. (11.134)

− 1
2

(
𝑔2

2

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃2𝐴𝜈)2

(
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)2︸                                                     ︷︷                                                     ︸
3

+ 𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 + 𝜕𝜇𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

) (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)︸                                                                     ︷︷                                                                     ︸
6

(11.135)

− 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 + 𝜕𝜈𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

) (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸
5

+1
2
𝑔2

2
(
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

)2 ( (
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

) )2︸                                                  ︷︷                                                  ︸
3

(11.136)

+ 𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸

5

− 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈𝑊

+
𝜇 − 𝜕𝜈𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸

6

(11.137)

+ 𝑔2
2

(
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)︸                                                                                               ︷︷                                                                                               ︸
7

(11.138)

− 𝑔2
2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)︸                                                                                              ︷︷                                                                                              ︸
7

(11.139)

Term 1

(1) = 2𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜇 (𝑊−𝜈) . (11.140)

Term 2

(2) = 2𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜇 (𝑊−𝜈) (11.141)
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Term 3

(3) = 4𝑔2
2𝑊
+
𝜇𝑊
−𝜇 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 − sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)2 . (11.142)

Term 4

(4) = −2𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜈 (𝑊−𝜇) − 2𝜕𝜇

(
𝑊−𝜈

)
𝜕𝜈

(
𝑊+𝜇

)
= −4𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜈 (𝑊−𝜇) . (11.143)

Term 5

(5) = 4𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈

(
𝑊+𝜇

)
𝑊+𝜈 − 𝜕𝜈

(
𝑊−𝜇

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) . (11.144)

Term 6

(6) = −4𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝑊−𝜈 − 𝜕𝜇

(
𝑊−𝜈

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) . (11.145)

Term 7

2𝑔2
2

(
−𝑊+𝜇𝑊−𝜈 −𝑊−𝜇𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
(11.146)

= −4𝑔2
2𝑊
+
𝜇𝑊
−
𝜈 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
(11.147)

这七项相加结果是

4𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜇 (𝑊−𝜈) + 4𝑔2

2𝑊
+
𝜇𝑊
−𝜇 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 − sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)2 (11.148)

− 4𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜈 (𝑊−𝜇) (11.149)

+ 4𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈

(
𝑊+𝜇

)
𝑊+𝜈 − 𝜕𝜈

(
𝑊−𝜇

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.150)

− 4𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝑊−𝜈 − 𝜕𝜇

(
𝑊−𝜈

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.151)

+ 2𝑔2
2

(
𝑊+𝜇𝑊

+
𝜈 +𝑊−𝜇𝑊−𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
(11.152)

之后考虑 term

𝑊3
𝜇𝜈𝑊

3𝜇𝜈 + 𝐵𝜇𝜈𝐵𝜇𝜈 =
( (

cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈
)
−

(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

)
(11.153)

−𝑖𝑔2
1
2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)
+ 𝑖𝑔2

1
2

(
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

))2
(11.154)

+
( (
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

)
−

(
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) )2 (11.155)

=
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

)2︸                                ︷︷                                ︸
1

+
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

)2︸                                ︷︷                                ︸
2

− 1
4
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)2 (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)2︸                                  ︷︷                                  ︸
5

(11.156)

− 2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

) (
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

)︸                                                                         ︷︷                                                                         ︸
3

(11.157)

− 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

) (
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸
4

(11.158)

+ 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) (
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸
4

(11.159)

+
(
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

)2︸                                   ︷︷                                   ︸
1

+
(
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

)2︸                                   ︷︷                                   ︸
2

(11.160)

− 2
(
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

) (
− sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

)︸                                                                               ︷︷                                                                               ︸
3

(11.161)

− 1
4
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)2 (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)2︸                                  ︷︷                                  ︸
5

(11.162)
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+ 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜇𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜇𝐴𝜈

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸

4

(11.163)

− 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸

4

(11.164)

+ 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

)
︸                                                                 ︷︷                                                                 ︸

6

(11.165)

Term 1,2 化简为

1 + 2 = 2
(
𝜕𝜇𝑍𝜈

)2 + 2
(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)2 (11.166)

Term 3 化简为

3 = −2
(
𝜕𝜇 (𝐴𝜈) 𝜕𝜈 (𝐴𝜇) + 𝜕𝜇 (𝑍𝜈) 𝜕𝜈 (𝑍𝜇)

)
(11.167)

Term 4

4 = 𝑖2𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) ((
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

) (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)
−

(
𝑊+𝜈 +𝑊−𝜈

) (
𝑊+𝜇 −𝑊−𝜇

))
(11.168)

= 𝑖4𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) (
𝑊−𝜇𝑊

+
𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜈

)
. (11.169)

Term 5

5 = −1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)2 (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)2 (11.170)

Term 6

6 =
1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
) (
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
)

(11.171)

这六项相加的结果是

2
(
𝜕𝜇𝑍𝜈

)2 + 2
(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)2 − 2
(
𝜕𝜇 (𝐴𝜈) 𝜕𝜈 (𝐴𝜇) + 𝜕𝜇 (𝑍𝜈) 𝜕𝜈 (𝑍𝜇)

)
(11.172)

+ 𝑖4𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) (
𝑊−𝜇𝑊

+
𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜈

)
(11.173)

− 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)2 (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)2 − 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
) (
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
)
. (11.174)

将这里的结果和前面的结果相加，

𝑊
𝜇𝜈
𝑎 𝑊𝑎𝜇𝜈 + 𝐵𝜇𝜈𝐵𝜇𝜈 =4𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜇 (𝑊−𝜈) + 4𝑔2

2𝑊
+
𝜇𝑊
−𝜇 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 − sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)2 (11.175)

− 4𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜈 (𝑊−𝜇) (11.176)

+ 4𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈

(
𝑊+𝜇

)
𝑊+𝜈 − 𝜕𝜈

(
𝑊−𝜇

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.177)

− 4𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝑊−𝜈 − 𝜕𝜇

(
𝑊−𝜈

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.178)

− 4𝑔2
2𝑊
+
𝜇𝑊
−
𝜈 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
(11.179)

+ 2
(
𝜕𝜇𝑍𝜈

)2 + 2
(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)2 − 2
(
𝜕𝜇 (𝐴𝜈) 𝜕𝜈 (𝐴𝜇) + 𝜕𝜇 (𝑍𝜈) 𝜕𝜈 (𝑍𝜇)

)
(11.180)

+ 𝑖4𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) (
𝑊−𝜇𝑊

+
𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜈

)
(11.181)

− 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)2 (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)2 + 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
) (
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
)

(11.182)

稍加整理

−1
4
𝑊
𝜇𝜈
𝑎 𝑊𝑎𝜇𝜈 − 1

4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈 = −𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜇 (𝑊−𝜈) − 𝑔2

2𝑊
+
𝜇𝑊
−𝜇 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 − sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)2 (11.183)

+𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜈 (𝑊−𝜇) − 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈

(
𝑊+𝜇

)
𝑊+𝜈 − 𝜕𝜈

(
𝑊−𝜇

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.184)

+ 𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝑊−𝜈 − 𝜕𝜇

(
𝑊−𝜈

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.185)

+ 𝑔2
2𝑊
+
𝜇𝑊
−
𝜈 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
(11.186)
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−1
2

(
𝜕𝜇𝑍𝜈

)2 − 1
2

(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)2 + 1
2

(
𝜕𝜇 (𝐴𝜈) 𝜕𝜈 (𝐴𝜇) + 𝜕𝜇 (𝑍𝜈) 𝜕𝜈 (𝑍𝜇)

)
(11.187)

− 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) (
𝑊−𝜇𝑊

+
𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜈

)
(11.188)

+ 1
8
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)2 (
𝑊+𝜈 −𝑊−𝜈

)2 − 1
8
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
) (
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜇𝑊−𝜇
)

(11.189)

黄色的部分化简为

1
8
𝑔2

2

((
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 +𝑊−𝜇𝑊−𝜇
)2
− 4𝑊+𝜇𝑊−𝜇𝑊+𝜈𝑊−𝜈

)
(11.190)

− 1
8
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇 −𝑊−𝜈𝑊−𝜈
)2

(11.191)

=
1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇𝑊−𝜈𝑊
−𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜇𝑊+𝜈𝑊−𝜈

)
. (11.192)

蓝色部分化简为

− 𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜇 (𝑊−𝜈) − 𝑔2

2𝑊
+
𝜇𝑊
−𝜇 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 − sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)2 (11.193)

+ 𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜈 (𝑊−𝜇) − 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈

(
𝑊+𝜇

)
𝑊+𝜈 − 𝜕𝜈

(
𝑊−𝜇

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.194)

+ 𝑖𝑔2
(
𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝑊−𝜈 − 𝜕𝜇

(
𝑊−𝜈

)
𝑊+𝜈

)
(cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇) (11.195)

+ 𝑔2
2𝑊
+
𝜇𝑊
−
𝜈 (cos 𝜃𝑤𝑍𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜈)

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
(11.196)

定义协变导数

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔2
(
sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇

)
(11.197)

于是

𝐷𝜇𝑊
−
𝜈 = 𝜕𝜇𝑊

−
𝜈 − 𝑖𝑔2

(
sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇

)
𝑊−𝜈 . (11.198)

可以利用协变导数构造出蓝色的部分(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜇𝑊

−
𝜈

)
=

(
𝜕𝜇𝑊+𝜈 + 𝑖𝑔2 (sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇)𝑊+𝜈

) (
𝜕𝜇𝑊

−
𝜈 − 𝑖𝑔2

(
sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇

)
𝑊−𝜈

)
(11.199)

= 𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜇

(
𝑊−𝜈

)
− 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜇

(
𝑊+𝜈

)
𝑊−𝜈 −

(
𝜕𝜇𝑊

−𝜈 )𝑊+𝜈 ) (sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇) (11.200)

+ 𝑔2
2 (sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇)2𝑊+𝜈𝑊−𝜈 (11.201)(

𝐷†𝜇𝑊+𝜈
) (
𝐷𝜈𝑊

−
𝜇

)
=

(
𝜕𝜇𝑊+𝜈 + 𝑖𝑔2 (sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇)𝑊+𝜈

) (
𝜕𝜈𝑊

−
𝜇 − 𝑖𝑔2 (sin 𝜃𝑤𝐴𝜈 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜈)𝑊−𝜇

)
(11.202)

= 𝜕𝜇
(
𝑊+𝜈

)
𝜕𝜈

(
𝑊−𝜇

)
− 𝑖𝑔2

(
𝜕𝜈

(
𝑊+𝜇

)
𝑊−𝜈 −

(
𝜕𝜈𝑊−𝜇

)
𝑊+𝜈

)
(sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇) (11.203)

+ 𝑔2
2 (sin 𝜃𝑤𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜇)𝑊+𝜈 (sin 𝜃𝑤𝐴𝜈 + cos 𝜃𝑤𝑍𝜈)𝑊−𝜇 . (11.204)

于是，蓝色的部分可以简化为

−
(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜇𝑊

−
𝜈

)
+

(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜈𝑊

−
𝜇

)
(11.205)

绿色的部分化简为

− 1
2

(
𝜕𝜇𝑍𝜈

)2 − 1
2

(
𝜕𝜇𝐴𝜈

)2 + 1
2

(
𝜕𝜇 (𝐴𝜈) 𝜕𝜈 (𝐴𝜇) + 𝜕𝜇 (𝑍𝜈) 𝜕𝜈 (𝑍𝜇)

)
(11.206)

= −1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1
4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 (11.207)

总的来说

−1
4
𝑊𝑎
𝜇𝜈𝑊

𝑎𝜇𝜈 − 1
4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈 = −
(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜇𝑊

−
𝜈

)
+

(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜈𝑊

−
𝜇

)
(11.208)

− 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1
4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 + 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇𝑊−𝜈𝑊
−𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜇𝑊+𝜈𝑊−𝜈

)
(11.209)

− 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝜕𝜈𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝜕𝜈𝐴𝜇

) (
𝑊−𝜇𝑊

+
𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜈

)
(11.210)

= −
(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜇𝑊

−
𝜈

)
+

(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜈𝑊

−
𝜇

)
(11.211)
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− 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1
4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 + 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇𝑊−𝜈𝑊
−𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜇𝑊+𝜈𝑊−𝜈

)
(11.212)

+ 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐹𝜇𝜈

) (
𝑊−𝜇𝑊

+
𝜈

)
(11.213)

(11.214)

考虑到 Lagrangian {
L = − 1

4𝑊
𝑎
𝜇𝜈𝑊

𝑎,𝜇𝜈 − 1
4𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈 + (𝐷𝜇𝜙)†
(
𝐷𝜇𝜙

)
−𝑉 (𝜙). (11.215)

以及，动能项在经过 Weinberg 转动后写为
(𝐷𝜇𝜙)†

(
𝐷𝜇𝜙

)
= 1

2
(
𝜕𝜇𝐻

)2 + 1
8 (𝑔2)2

[(
𝑊1
𝜇

)2
+

(
𝑊2
𝜇

)2
]
(𝑣 + 𝐻)2 + 1

8 (𝑣 + 𝐻)
2
(
𝑊3
𝜇𝑔2 − 𝐵𝜇𝑔1

)2

= 1
2
(
𝜕𝜇𝐻

)2 + 1
4 (𝑔2)2 (𝑣 + 𝐻)2 𝑊+𝜇𝑊−𝜇 + 1

8 (𝑣 + 𝐻)
2 (
𝑔2

1 + 𝑔2
2
)
𝑍𝜇𝑍

𝜇 .

(11.216)

经过变换后的 Lagrangian 是

L = −
(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜇𝑊

−
𝜈

)
+

(
𝐷†𝜇𝑊+𝜈

) (
𝐷𝜈𝑊

−
𝜇

)
(11.217)

− 1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1
4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 + 1
2
𝑔2

2

(
𝑊+𝜇𝑊

+𝜇𝑊−𝜈𝑊
−𝜈 −𝑊+𝜇𝑊−𝜇𝑊+𝜈𝑊−𝜈

)
(11.218)

+ 𝑖𝑔2
(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇𝜈 + sin 𝜃𝑤𝐹𝜇𝜈

) (
𝑊−𝜇𝑊

+
𝜈

)
(11.219)

+ 1
2

(
𝜕𝜇𝐻

)2 + 1
4
(𝑔2)2 (𝑣 + 𝐻)2 𝑊+𝜇𝑊−𝜇 +

1
8
(𝑣 + 𝐻)2

(
𝑔2

1 + 𝑔2
2

)
𝑍𝜇𝑍

𝜇 −𝑉 (𝜙). (11.220)

从上面的 Lagrangian 中可以看出 𝐴 仍然相当于规范变换对应的协变导数，并且此时的规范变换是𝑊− →
𝑒𝑖𝛼(𝑥 )𝑊−。𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 + 1

𝑔2 sin 𝜃𝑤 𝜕𝜇𝛼(𝑥)。认为这个规范变换就是没有破缺的 𝑈 (1) 规范变换。由于 QED 中的协变

导数形式是 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇 所以

𝑒 = 𝑔2 sin 𝜃𝑤 . (11.221)

(其中，e 是正数)

11.5 Electroweak with Fermion
Covariant derivative 用 Weinberg Rotation 以及重新定义的 WGauge field 来计算原本的 Covariant derivative 的形

式。原本的 Covariant derivative 是

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔1𝐵𝜇𝑌𝛿𝑖 𝑗 − 𝑖𝑔2𝑊
𝑎
𝜇 𝐼
𝑎
𝑅 . (11.222)

其中, Gauge Transformation 定义在 𝑆𝑈 (2) ×𝑈 (1)中，𝐼𝑎𝑅 是 𝑆𝑈 (2)表示的生成元矩阵, 𝑌 I是𝑈 (1)表示的生成元矩

阵。Gauge Field 的变换是 (
𝑊3
𝜇

𝐵𝜇

)
=

(
cos 𝜃𝑤 sin 𝜃𝑤
− sin 𝜃𝑤 cos 𝜃𝑤

) (
𝑍𝜇

𝐴𝜇

)
(11.223)

以及

𝑊1
𝜇 =

1
√

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)
(11.224)

𝑊2
𝜇 =

1
√

2
1
𝑖

(
𝑊−𝜇 −𝑊+𝜇

)
(11.225)

于是，协变导数写为

𝐷𝜇 =𝜕𝜇 − 𝑖𝑔1
(
− sin 𝜃𝑤𝑍𝜇 + cos 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
𝑌 I (11.226)

− 𝑖𝑔2

[
1
√

2

(
𝑊+𝜇 +𝑊−𝜇

)
𝐼1𝑅 +

1
√

2
1
𝑖

(
𝑊−𝜇 −𝑊+𝜇

)
𝐼2𝑅 +

(
cos 𝜃𝑤𝑍𝜇 + sin 𝜃𝑤𝐴𝜇

)
𝐼3𝑅

]
(11.227)

=𝜕𝜇 − 𝑖𝑍𝜇
(
−𝑔1 sin 𝜃𝑤𝑌 + 𝑔2 cos 𝜃𝑤 𝐼3𝑅

)
− 𝑖𝐴𝜇

(
𝑔1 cos 𝜃𝑤𝑌 + 𝑔2 sin 𝜃𝑤 𝐼3𝑅

)
(11.228)
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11.5 Electroweak with Fermion

− 𝑖 𝑔2√
2
𝑊+𝜇

(
𝐼1𝑅 + 𝑖𝐼2𝑅

)
− 𝑖 𝑔2√

2
𝑊−𝜇

(
𝐼1𝑅 − 𝑖𝐼2𝑅

)
. (11.229)

注意到 𝑒 = 𝑔2 sin 𝜃𝑤 , sin 𝜃𝑤 = 𝑔1√
𝑔2

1+𝑔
2
2
, cos 𝜃𝑤 = 𝑔2√

𝑔2
1+𝑔

2
2
, 可以定义 𝐼+𝑅 ≡

(
𝐼1𝑅 + 𝑖𝐼2𝑅

)
, 𝐼−𝑅 ≡

(
𝐼1𝑅 − 𝑖𝐼2𝑅

)
, 进一步可以将上

式化简为

𝐷𝜇 =𝜕𝜇 − 𝑖𝑍𝜇
𝑒

sin 𝜃𝑤 cos 𝜃𝑤

(
− sin2 𝜃𝑤𝑌 + cos2 𝜃𝑤 𝐼

3
𝑅

)
− 𝑖𝐴𝜇𝑒

(
𝑌 + 𝐼3𝑅

)
− 𝑖 𝑔2√

2
𝑊+𝜇 𝐼

+
𝑅 − 𝑖

𝑔2√
2
𝑊−𝜇 𝐼

−
𝑅 (11.230)

Kinetic term 规范不变的 Lagrangian 动能项写为

𝑖𝜓𝑖 /𝐷𝑖 𝑗𝜓 𝑗 (11.231)

利用前面定义的协变导数，动能项写为

L𝑘𝑒𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐 =𝑖𝜓𝑖 /𝜕𝜓𝑖 +
𝑒

sin 𝜃𝑤 cos 𝜃𝑤
𝜓𝑖

(
− sin2 𝜃𝑤𝑌 + cos2 𝜃𝑤 𝐼

3
𝑅

)
𝑖 𝑗
/𝑍𝜓 𝑗 + 𝑒𝜓𝑖

(
𝑌 + 𝐼3𝑅

)
𝑖 𝑗
/𝐴𝜓 𝑗 (11.232)

+ 𝑔2√
2
𝜓𝑖

(
𝐼+𝑅

)
𝑖 𝑗
/𝑊+𝜓 𝑗 +

𝑔2√
2
𝜓𝑖

(
𝐼−𝑅

)
𝑖 𝑗
/𝑊−𝜓 𝑗 . (11.233)

可以定义 𝐽±𝜇, 𝐽
𝜇
𝑍 , 𝐽

𝜇
𝐸 为

𝐽±𝜇 ≡ 𝜓𝑖
(
𝐼∓𝑅

)
𝑖 𝑗 𝛾

𝜇𝜓 𝑗 (11.234)

𝐽
𝜇
𝑍 = 𝜓𝑖

(
− sin2 𝜃𝑤𝑌 + cos2 𝜃𝑤 𝐼

3
𝑅

)
𝑖 𝑗
𝛾𝜇𝜓 𝑗 (11.235)

𝐽
𝜇
𝐸 = 𝜓𝑖

(
𝑌 + 𝐼3𝑅

)
𝑖 𝑗
𝛾𝜇𝜓 𝑗 (11.236)

从 Lagrangian 中可以看出，𝑌 + 𝐼3𝑅 的值相当于电荷量。(QED 的 Lagrangian 的相互作用项是 −𝑒𝜓 /𝐴𝜓) 利用电磁流

可以将 Lagrangian 写为更简单的形式

L𝑘𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐 = 𝑖𝜓𝑖 /𝜕𝜓𝑖 +
𝑒

sin 𝜃𝑤 cos 𝜃𝑤
𝑍𝜇𝐽

𝜇
𝑍 + 𝑒𝐴𝜇𝐽

𝜇
𝐸 +

𝑔2√
2
𝑊+𝜇𝐽

−𝜇 + 𝑔2√
2
𝑊−𝜇 𝐽

+𝜇 (11.237)

Fermions 一共有三代 Fermion, 用表格整理为 注意到动能项其实是可以将左右手分开的，

Generation

上型夸克 上夸克 𝑢 粲夸克 𝑐 顶夸克 𝑡

下型夸克 下夸克 𝑑 奇异夸克 𝑠 底夸克 𝑏

带电轻子 𝑒 𝜇 𝜏

中微子 电子中微子 𝜈𝑒 𝜇 子中微子 𝜈𝜇 𝜏 子中微子 𝜈𝜏

11.1: Fermions (表格从 WYC 笔记 copy)

𝑖𝜓𝑖 /𝐷𝑖 𝑗𝜓 𝑗 = 𝑖𝜓𝐿,𝑖 /𝐷𝑖 𝑗𝜓𝐿, 𝑗 + 𝑖𝜓𝑅,𝑖 /𝐷𝑖 𝑗𝜓𝑅, 𝑗 . (11.238)

所以其实左右手部分是可以在 的规范变换群表示下变换。

Gauge Group representation 在弱相互作用本征态下，Fermion Spinor 在 Gauge Transformation representation 的

变换规则如下面的表格 (11.2), (当然，最后一个 Higgs 粒子不是费米子...) 对于其他代的粒子，效果是一样的。上

面的下指标 1 表示的是第一代，如果要用第二代，比如说

𝑞2,𝐿,1 = 𝑐𝐿 =

(
1 0
0 0

)
𝑐 =

1
2

(
1 − 𝛾5

)
𝑐. (11.239)

其中，c 是 Charm Quark 的 spinor.
其实这里的表示是直和表示，但是感觉学物理的都好不严谨，随便说一说就开始算了....
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11.5 Electroweak with Fermion

SU(3) SU(2) U(1)

左手夸克 𝑞1,𝐿 =

(
𝑢𝐿
𝑑𝐿

)
3 2 1/6

右手上夸克 𝑢1,𝑅 3 1 2/3
右手下夸克 𝑑1,𝑅 3 1 -1/3

左手轻子 𝑙1,𝐿 =

(
𝜈𝑒,𝐿
𝑒𝐿

)
1 2 -1/2

右手电子 𝑒1,𝑅 1 1 -1
Higgs 𝜙𝑖 1 2 1/2

11.2: Gauge representations under SU(2) and U(1).(表格从 WYC 笔记 copy)

Current and kinetic term 从 Fermion 在 Gauge Group 中的变换规律可以看出 Lagrangian 动能项中的的 Current
是 , 此时的 Fermion Spinor 被认为是定义在 中。作为一个例子，可以观察第一代

Fermion 对 Current 的贡献。首先观察弱带电流。

𝐽−𝜇 =𝜓𝑖
(
𝐼+𝑅

)
𝑖 𝑗 𝛾

𝜇𝜓 𝑗 𝐼+𝑅 =
𝜎1 + 𝑖𝜎2

2
=

(
0 1
0 0

)
(11.240)

=𝑞1,𝐿,𝑖
(
𝐼+2

)
𝑖 𝑗 𝛾

𝜇𝑞𝑞,𝐿, 𝑗 + 𝑙1,𝐿,𝑖
(
𝐼+2

)
𝑖 𝑗 𝛾

𝜇𝑙𝑞,𝐿, 𝑗 (11.241)

=𝑢𝐿𝛾
𝜇𝑑𝐿 + 𝜈𝑒,𝐿𝛾𝜇𝑒𝐿 (11.242)

以及

𝐽+𝜇 =𝜓𝑖
(
𝐼−𝑅

)
𝑖 𝑗 𝛾

𝜇𝜓 𝑗 𝐼−𝑅 =
𝜎1 − 𝑖𝜎2

2
=

(
0 0
1 0

)
(11.243)

=𝑞1,𝐿,𝑖
(
𝐼−2

)
𝑖 𝑗 𝛾

𝜇𝑞𝑞,𝐿, 𝑗 + 𝑙1,𝐿,𝑖
(
𝐼−2

)
𝑖 𝑗 𝛾

𝜇𝑙𝑞,𝐿, 𝑗 (11.244)

=𝑑𝐿𝛾
𝜇𝑢𝐿 + 𝑒𝐿𝛾𝜇𝜈𝑒,𝐿 (11.245)

其他的相互作用流也可以求出 (Copy from YCW note):

𝐽
𝜇
𝐸 =

2
3
𝑢𝛾𝜇𝑢 − 1

3
𝑑𝛾𝜇𝑑 − 𝑒𝛾𝜇𝑒, 注意，这一项不是手征的 (11.246)

𝐽
𝜇
𝑍 =𝜈̄𝐿𝛾

𝜇

(
1
2

)
𝜈𝐿 + 𝑒𝐿𝛾𝜇

(
−1

2
+ 𝑠2𝑤

)
𝑒𝐿 + 𝑒𝑅𝛾𝜇𝑠2𝑤𝑒𝑅 + 𝑢̄𝐿𝛾𝜇

(
1
2
− 2

3
𝑠2𝑤

)
𝑢𝐿

+ 𝑢̄𝑅𝛾𝜇
(
−2

3
𝑠2𝑤

)
𝑢𝑅 + 𝑑𝐿𝛾𝜇

(
−1

2
+ 1

3
𝑠2𝑤

)
𝑑𝐿 + 𝑑𝑅𝛾𝜇

(
1
3
𝑠2𝑤

)
𝑑𝑅 (11.247)

Mass Term Fermion 的质量来源于 Higgs 对称性破缺后的 𝑣。要求，所构造的 Lagrangian 是 Gauge Invariant 的，

构造方式是 (其中的 Levi-civita symbol 定义为 𝜖1,2 = 1)

L𝑚𝑎𝑠𝑠 = −𝑦𝑒,𝐼,𝐽 𝑒𝐼,𝑅𝜙†𝑖 𝑙𝐽,𝐿,𝑖 − 𝑦𝑢,𝐼,𝐽 𝑢𝐼,𝑅
(
−𝜖 𝑖 𝑗

)
𝜙𝑖𝑞𝐽,𝐿, 𝑗 − 𝑦𝑑,𝐼,𝐽 𝑑𝐼,𝑅𝜙†𝑖𝑞𝐽,𝐿,𝑖 + ℎ.𝑐. (11.248)

稍微解释一下上面的式子。其中的三个系数 𝑦 都是常数，首先观察第一项，𝑦𝑒,𝐼,𝐽 𝑒𝐼,𝑅𝜙
†𝑖 𝑙𝐽,𝐿,𝑖

1. 在 𝑈 (1) transform 下，𝜙† 按照 𝑌 = −1/2 变换，𝑙𝐽,𝐿,𝑖 按照 𝑌 = −1/2 变换 𝑒𝐼,𝑅 按照 𝑌 = −1 变换，所以总的

来说是不变的。

2. 在 𝑆𝑈 (2) transform 下，𝜙 与 𝑙𝐽,𝐿 变换规律相同，所以是 Gauge invariant 的。

其他的两项同理，可以直接验证他们是 Gauge Invariant 的。需要注意的是 Mass term 中有 。

在对称性破缺之后，Higgs Field 只剩下了一个实标量自由度

𝜙(𝑥) = 1
√

2

(
0

𝑣 + 𝐻 (𝑥)

)
(11.249)

此时, Lagrangian 中的 mass term 写为

L𝑚𝑎𝑠𝑠 = − 𝑦𝑒,𝐼,𝐽 𝑒𝐼,𝑅𝜙†𝑖 𝑙𝐽,𝐿,𝑖 − 𝑦𝑢,𝐼,𝐽 𝑢𝐼,𝑅
(
−𝜖 𝑖 𝑗

)
𝜙𝑖𝑞𝐽,𝐿, 𝑗 − 𝑦𝑑,𝐼,𝐽 𝑑𝐼,𝑅𝜙†𝑖𝑞𝐽,𝐿,𝑖 + ℎ.𝑐., (11.250)
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= − 𝑦𝑒,𝐼,𝐽√
2

𝑒𝐼,𝑅 (𝑣 + 𝐻 (𝑥)) 𝑒𝐽,𝐿 −
𝑦𝑢,𝐼,𝐽√

2
𝑢𝐼,𝑅 (𝑣 + 𝐻 (𝑥))𝑢𝐽,𝐿 −

𝑦𝑑,𝐼,𝐽√
2

𝑑𝐼,𝑅 (𝑣 + 𝐻 (𝑥))𝑑𝐽,𝐿 + ℎ.𝑐. (11.251)

CKM matrix 由于实际上观测到的 Fermion 在质量本征态中，所以需要对 Spinor 进行重新定义, 考虑 term :

𝑦𝑒,𝐼,𝐽𝑒𝐼,𝑅𝑒𝐽,𝐿 =𝐸̄†𝐼,𝐼1𝑌𝑒,𝐼1,𝐽1𝐸𝐽1,𝐽 𝑒𝐼,𝑅𝑒𝐽,𝐿 (11.252)

=
(
𝐸̄ 𝑒𝑅

)
𝐼𝑌𝑒,𝐼,𝐽 (𝐸 𝑒𝐿)𝐽 (11.253)

=𝑒𝑅,𝐼𝑌𝑒,𝐼,𝐽𝑒𝐿,𝐻 (11.254)

其中，𝐸̄ 与 𝐸 都是 Unitary matrix, 𝑌 是 Diagonal matrix. 这样重新定义的 spinor 在 Lagrangian 中是没有夸代耦合

的。类似的，Mass term 中的其他项都可以做矩阵分解

𝑦𝑒 = 𝐸̄
†𝑌𝑒𝐸, 𝑦𝑑 = 𝐷̄†𝑌𝑑𝐷, 𝑦𝑢 = 𝑈̄

†𝑌𝑢𝑈 (11.255)

将 Lagrangian 中的质量项经过重新定义之后确实没有了夸代耦合，但是 Current 中出现了夸代耦合，比如 𝐽−𝜇 变

为了

𝐽−𝜇 = 𝑢̄𝐼,𝐿𝛾
𝜇𝑑𝐼,𝐿 = ˜̄𝑢𝐽,𝐿𝛾𝜇 (𝑈𝐷†)𝐽𝐾𝑑𝐾,𝐿 ≡ ˜̄𝑢𝐽,𝐿𝛾𝜇𝑉𝐽𝐾𝑑𝐾,𝐿 (11.256)

其中的 𝑉 就是所定义的 CKM matrix. 描述了动能项中不同代的 u,d quark 的耦合项。

总的来说，在将 spinor 调整到 mass 不夸代耦合的情况下后，current 变为了 (copy from wyc note)

𝐽−𝜇 = 𝜈̄𝐼,𝐿𝛾
𝜇𝑒𝐼,𝐿 + 𝑢̄𝐼,𝐿𝛾𝜇𝑉𝐼 𝐽𝑑𝐽,𝐿 , 𝐽+𝜇 = 𝑒𝐼,𝐿𝛾

𝜇𝜈𝐼,𝐿 + 𝑑𝐼,𝐿𝛾𝜇 (𝑉†)𝐼 𝐽𝑢𝐽,𝐿 (11.257)

𝐽
𝜇
EM =

2
3
𝑢̄𝐼𝛾

𝜇𝑢𝐼 −
1
3
𝑑𝐼𝛾

𝜇𝑑𝐼 − 𝑒𝐼𝛾𝜇𝑒𝐼 (11.258)

𝐽
𝜇
𝑍 = 𝜈̄𝐼,𝐿𝛾

𝜇

(
1
2

)
𝜈𝐼,𝐿 + 𝑒𝐼,𝐿𝛾𝜇

(
−1

2
+ 𝑠2𝑤

)
𝑒𝐼,𝐿 + 𝑒𝐼,𝑅𝛾𝜇𝑠2𝑤𝑒𝐼,𝑅 + 𝑢̄𝐼,𝐿𝛾𝜇

(
1
2
− 2

3
𝑠2𝑤

)
𝑢𝐼,𝐿

+ 𝑢̄𝐼,𝑅𝛾𝜇
(
−2

3
𝑠2𝑤

)
𝑢𝐼,𝑅 + 𝑑𝐼,𝐿𝛾𝜇

(
−1

2
+ 1

3
𝑠2𝑤

)
𝑑𝐼,𝐿 + 𝑑𝐼,𝑅𝛾𝜇

(
1
3
𝑠2𝑤

)
𝑑𝐼,𝑅 (11.259)

Standard Model Lagrangian 考虑到每一个 Quark 有 3 个 Flavor, 对应的规范群是 𝑆𝑈 (3)，将这个规范变换的指

标写为 𝛼. 于是，标准模型的 Lagrangian 是:

LEW = −1
4
𝐺𝐴
𝜇𝜈𝐺

𝐴𝜇𝜈 − 1
4
𝑊𝑎
𝜇𝜈𝑊

𝑎𝜇𝜈 − 1
4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈 + (𝐷𝜇𝜙)† (𝐷𝜇𝜙) −𝑉 (𝜙)

+ 𝑞𝐼,𝐿,𝑖,𝛼 (𝑖D/)𝑖 𝑗 ,𝛼𝛽𝑞𝐼,𝐿, 𝑗,𝛽 + 𝑢̄𝐼,𝑅,𝛼 (𝑖D/)𝛼𝛽𝑑𝐼,𝑅,𝛽 + 𝑢̄𝐼,𝑅,𝛼 (𝑖D/)𝛼𝛽𝑑𝐼,𝑅,𝛽 + 𝑙𝐼,𝐿,𝑖 (𝑖D/)𝑖 𝑗 𝑙𝐼,𝐿, 𝑗 + 𝑒𝐼,𝑅 (𝑖D/)𝑒𝐼,𝑅
− 𝑦𝑒,𝐼,𝐽 𝑒𝐼,𝑅𝜙†𝑖 𝑙𝐽,𝐿,𝑖 − 𝑦𝑢,𝐼,𝐽 𝑢𝐼,𝑅,𝛼

(
−𝜖 𝑖 𝑗

)
𝜙𝑖𝑞𝐽,𝐿, 𝑗,𝛼 − 𝑦𝑑,𝐼,𝐽 𝑑𝐼,𝑅,𝛼𝜙†𝑖𝑞𝐽,𝐿,𝑖,𝛼 + h.c.. (11.260)

(注意，这里是在弱相互作用本征态中定义的，质量项中有跨代耦合) 其中的协变导数是

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑠𝐺𝐴
𝜇𝑇

𝐴
𝑅 − 𝑖𝑔2𝑊

𝑎
𝜇 𝐼
𝑎
𝑅 − 𝑖𝑔1𝐵𝜇𝑌 . (11.261)
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12.1

12.1.1

泛函就是有无限个自变量的传统函数。。。。暂且这么理解吧，或者可以理解为把一个函数当作自变量的一个

函数，(把一个函数映射到一个值上面去)。首先考虑有 N 个自变量的多元函数，他在 𝑦 = 0 地方的泰勒展开自然

而然可以写成这样。

𝐹 (𝑦1, 𝑦2...𝑦𝑁 ) =
+∞∑
𝑛=0

1
𝑛!

𝑁∑
𝑘1=1

...

𝑁∑
𝑘𝑛=1

𝛿𝐹 (𝑦1...𝑦𝑁 )
𝛿𝑦𝑘1 ...𝛿𝑦𝑘𝑛

𝛿𝑦𝑘1 ...𝛿𝑦𝑘𝑛 (12.1)

接下来考虑无穷自变量的函数, 无穷个自变量的函数写作 𝐽 (𝑥), 其中 x 的取值范围是 [−∞, +∞].
我们认为函数 F[J] 可以表示成

´
𝑑𝑥𝐽 (𝑥) 𝑓 (𝑥) 的形式, 来方便理解吧.. 然后我们说在 𝑥1 这个地方函数值该变量是

𝑑𝐽 (𝑥1)(以前是 𝐽 (𝑥1)) 那么这个函数因为在这个地方 𝐽 的改变而发生的改变就是 𝑓 (𝑥1)𝜖𝐽 (𝑥1). 这个 𝜖 表示的是积

分的时候分段的长度。

实际上我们把他写成这个样子
𝛿
´
𝑑𝑥𝐽 (𝑥) 𝑓 (𝑥)
𝛿𝐽 (𝑥1)

=
ˆ
𝑑𝑥𝛿(𝑥 − 𝑥1) 𝑓 (𝑥) 𝜖 (12.2)

当然, 如果整个函数都有发生变化, 那么函数对应的微分就可以用积分来表达ˆ
𝑑𝑥1𝑑𝐽 (𝑥1)

ˆ
𝑑𝑥𝛿(𝑥 − 𝑥1) 𝑓 (𝑥) (12.3)

这样我们定义泛函微分这样定义
𝛿𝐽 (𝑥)
𝛿𝐽 (𝑥1)

= 𝛿(𝑥 − 𝑥1) (12.4)

这样, 我们说泛函展开:
𝑊 [𝐽] = Σ+∞𝑛=0

ˆ
𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑛

1
𝑛!

𝛿𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)

𝐽 (𝑥1)...𝐽 (𝑥𝑛) (12.5)

是这样的，然后在场论里面，因为我们一般说𝑊 [𝐽] 是 Generating Function. 生成的是 n-Point Function

𝑊 [𝐽] = Σ+∞𝑛=0

ˆ
𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑛

1
𝑛!
( 𝑖
ℏ
)𝑛 (ℏ

𝑖
)𝑛 𝛿𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)

𝐽 (𝑥1)...𝐽 (𝑥𝑛) (12.6)

𝐺 (𝑛) (𝑥1...𝑥𝑛) = (
ℏ
𝑖
)𝑛 𝛿𝑊 [𝐽]
𝛿𝐽 (𝑥1)...𝛿𝐽 (𝑥𝑛)

(12.7)

12.2

12.2.1 Group

群是定义了乘法的集合

群对群乘法有封闭性 ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 则 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺
群乘法满足结合律 𝑔1 (𝑔2𝑔3) = (𝑔1𝑔2)𝑔3 for ∀𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 ∈ 𝐺
群中一定有恒元 e: s.t eg=ge=g for ∀𝑔 ∈ 𝐺
任意群元 g 一定有逆元 𝑔−1 for ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∃𝑔−1 ∈ 𝐺, s.t 𝑔−1𝑔 = 𝑔𝑔−1 = 𝑒

一些特殊的群

Abel 群: 𝑔1𝑔2 = 𝑔2𝑔1

子群: 群 G 的子集 H。H 满足群的定义则称 H 是 G 的子群，记为 𝐻 < 𝐺

S 代表行列式是 1。O 是 orthogo 正交。U 是 unitary 幺正。SO(1,3) 是固有保时向 Lorentz 群。



12.2 群的知识

12.2.2

线性表示: 一些 m 阶方正 D(G) 和 G 中元素的乘法关系完全相同。这样就可以用这些方阵来表示群 G. 矩阵

们构成了 G 的线性表示。并且 D(G) 中的一个元素至少对应于 G 中的一个群元。

同态: 群 G 的线性表示 D(G) 和群 G 之间有同态关系。

𝐷 (𝑔1𝑔2) = 𝐷 (𝑔1)𝐷 (𝑔2) (12.8)

恒等表示: 1 维线性表示, 矩阵取 1.
同构/忠实表示: G 中的群元素和 D(g) 中的群元素一一对应

幺正表示: D(G) 中的矩阵是幺正的

自身表示/基础表示: 群元素本来就是矩阵，然后要表示自己

等价表示: 两个群线性表示之间存在变换:𝐷2 (𝑔) = 𝑆−1𝐷1 (𝑔)𝑆
可约表示: 如果存在一个矩阵 S。则说 D(g) 是可约表示，否则就是不可约表示。

𝑆−1𝐷1 (𝑔)𝑆 =

[
𝐷1 (𝑔) 𝑀 (𝑔)

0 𝐷2 (𝑔)

]
(12.9)

12.2.3 𝑆𝑂 (1, 3)† Lorentz

emm, 我其实不知道写的对不对..... 其实我只是想说狭义相对论罢了。。

我只是想说几个喜闻乐见的性质。

保度归条件:
𝑔𝛼𝛽 = Λ𝜇𝛼Λ

𝜈
𝛽𝑔𝜇𝜈 (12.10)

证明他只需要保证 lorentz 变化前后的两个矢量的度量是一样的 𝐴′𝜇 = Λ𝜇𝜈𝐴𝜈

洛伦兹变换的逆矩阵:
(Λ−1)𝜇𝜈 = 𝑔𝜈𝛼𝑔𝜇𝛽Λ𝛼𝛽 (12.11)

证明这个式子只用证明他和 Λ 乘之后是一个科洛内科 delta 符号就好了。

逆变矢量的 lorentz 逆变换:
𝑥𝜈 = 𝑥

′
𝑎Λ

𝑎
𝜈 (12.12)

证明他也不难，反正就是把逆变矢量的定义和 Lorentz 逆变换结合起来就好了。
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